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Pratarmė 


Ši mokymosi priemonė skiriama vidurinių mokyklų ir gim- 
nazijų abiturientams. Knyga parengta pagal matematikos bran- 
dos egzamino programą ir labai pravers mokiniams, kurie 
rengiasi laikyti matematikos valstybinį arba mokyklinį brandos 
egzaminą. Mokiniams, kurie rengiasi mokykliniam brandos eg- 
zaminui, nereikia mokytis teorijos ir spręsti uždavinių, kurie 
pažymėti spalva (raudona). 

Knygoje yra trylika temų. Kai kurios suskirstytos į siauresnes 
temas. Temų struktūra tokia: 


Teorinių žinių santrauka, uždavinių sprendimo pavyzdžiai, 
rekomendacijos, ką įsiminti 


Uždaviniai 


Savikontrolės užduotys (SU) 


Knyga baigiama keturiomis kontrolinėmis užduotimis „Prisi- 
minkime visą matematikos kursą“. Jos analogiškos valstybinio 
ir mokyklinio brandos egzamino užduotims. Be to, knygos gale 
abiturientai ras visų joje pateikiamų savikontrolės bei kontro- 
linių užduočių uždavinių atsakymus. 

Knygos privalumai: 

pirma, ji neperkrauta uždavinių; 

antra, nurodomos dažnai pasitaikančios klaidos, mokoma, 
kaip pasirinkti uždavinio sprendimo būdą; 

trečia, nurodyta, ką būtina įsiminti. 

Manau, kad išsprendę knygoje pateiktus uždavinius bei atli- 
ke savikontrolės ir kontrolinės užduotis, galėsite drąsiai eiti 
laikyti matematikos brandos egzaminą. 


Sėkmės! 
Autorius 


MATEMATIKOS KURSO KARTOJIMO MEDŽIAGA 


1. SKAIČIŲ TEORIJOS ŽINIOS 
1.1. SKAIČIAI 


+ Natūralieji skaičiai 
Natūraliųjų skaičių aibė N=(1, 2, 3, 4, 5, ...). 
Kiekvieną fiksuotą natūralųjį skaičių a galima išreikšti taip: 


"m $ s-1 1 0 
a=c,:10° +c: 10“ +...+ c, 10 +6-10 =c,c,_,... 66 


Pavyzdžiui, 1998 = 1- 10° + 9 - 10? + 9 - 10! + 8 - 100; 


2002 2 2-10? + 2 - 10°. 


Natüralusis skaičius a dalijasi i$ b, kai yra toks natūralusis skaičius k, su 
kuriuo teisinga lygybė a = b : k. 

1 teorema. Jei a ir b dalijasi iš c, tai ir suma a +b dalijasi iš c. 

2 teorema. Jei a ir b dalijasi iš c ir a > b, tai skirtumas a - b taip pat 
dalijasi iš c. 

3 teorema. Jei a dalijasi iš c, tai ir sandauga ab dalijasi iš c. 

Fiksuoto skaičiaus a dalumo iš 2, 4, 3, 9, 5 ir 10 požymiai: 


Skaičius a 
dalijasi iš: 


2 Paskutinis skaičiaus a skaitmuo yra lyginis arba 0 
4 Paskutinieji du skaičiaus a skaitmenys yra nuliai arba 
sudaro skaičių, kuris dalijasi iš 4 
2 Skaičiaus a skaitmenų suma dalijasi iš 3 
9 Skaičiaus a skaitmenų suma dalijasi iš 9 
5 Paskutinis skaičiaus a skaitmuo yra 0 arba 5 
0 Paskutinis skaičiaus a skaitmuo yra 0 
+ Pirminiai ir sudėtiniai skaičiai 
Pirminis skaičius — natūralusis skaičius, kuris turi tik du daliklius, pavyz- 
džiui, pirminiai yra skaičiai 2, 3, 5, 7, 11, 13, ... . 
Sudėtinis skaičius — natūralusis skaičius, kuris turi daugiau kaip du dalik- 
lius, pavyzdžiui, 4, 25, 16, 200, ... . Skaičius 1 nėra nei pirminis, nei sudėtinis. 
Kiekvieną sudėtinį natūralųjį skaičių galima išskaidyti pirminiais daugikliais. 


1 pavyzdys. Išskaidykime skaičius 441 ir 1845 pirminiais daugikliais. 


441| 3 1845| 3 

147| 3 615 |3 441 2 32. 7; 18452 32.5.41; 
49 | 7 205 |5 DBD(441; 1845) 2 3. 3- 9. 

7 7 41 |41 

1 1 


° Sveikieji skaičiai 

Sveikųjų skaičių aibė Z = (..., -4, -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, 4, ...J. 

+ Racionalieji skaičiai 

Racionaliaisiais vadinami skaičiai, kuriuos galima išreikšti begalinėmis 
periodinėmis trupmenomis. 


Pavyzdžiui, E = 0,2181818... = 0,2(18), = = 0,952380952380... = 


= 0,(952380). 


° Iracionalieji skaičiai 
Iracionaliaisiais vadinami skaičiai, reiškiami begalinėmis dešimtainėmis 
neperiodinėmis trupmenomis. 


Pavyzdžiui, V2 =1,414213562...; 1 — 3,141592654... . 


° Teigiamojo realiojo skaičiaus standartinė išraiška 
Kiekvieną teigiamąjį skaičių a galima išreikšti taip: a, - 10"; čia 1 <a, < 10, 
n — Sveikasis skaičius. 


Pavyzdžiui, skaičius a = 1953, užrašytas standartine išraiška, bus toks: 
a = 1,953 - 103; skaičius a = 0,000275 — toks: a = 2,75 - 104. 


2 pavyzdys. Raskime sumą visų dviženklių skaičių, kuriuos dalijant 
iš 7 gaunama liekana, lygi 3. 


Sprendimas. 7(1+2+3+..+11+12+13)+n-3=7. ES ml + 
+13-3=49-13 +39 = 676. Taigi ieškomoji skaičių suma lygi 676. 


3 pavyzdys. Prie dviženklio skaičiaus prirašytas jam lygus skaičius. 


Kiek kartų gautas skaičius yra didesnis už pradinį? 


Sprendimas. Dviženklis skaičius yra toks: EU =10a + b. Prie jo prirašę 
tokį pat skaičių, gauname keturženklį skaičių abab. abab= 1000a + 100b + 
+ 10a +6= 10104 + 101b = 101(10a b) = 101ab, todėl gautas skaičius yra 
101 kartą didesnis už pradinį. 

Sprendžiant uždavinius, dažnai tenka skaičių tiesėje pažymėti taškus, 
kurių koordinatės žinomos, rasti atstumą tarp dviejų taškų. 

Sakykime, A ir B — du koordinačių tiesės Ox taškai, kurių koordinatės x, 


Ir X: 


x 0 x, X 


Tada atstumas AB išreiškiamas tų taškų koordinatėmis pagal formulę: 


AB=|x,- x,|. 


Pavyzdžiui, kai A(-4), B(-6), tai AB=|-6-(-4)|=|-2|=2. 


Kai taškų A(x,) ir B(x,) koordinatės yra žinomi skaičiai, o atkarpos AB 
vidurio, taško D(x), koordinatė nežinoma, tai atkarpos vidurio taško 
koordinatė apskaičiuojama pagal formulę: 

„IM 
2 

Kiekvieną realųjį skaičių atitinka vienintelis koordinačių tiesės taškas ir, 
atvirkščiai, kiekvienas koordinačių tiesės taškas atitinka vienintelį realųjį 
skaičių. 


4 pavyzdys. Skaičių tiesėje pavaizduokime skaičių 45. 


Sprendimas. Kadangi LST =27+1" , tai braižome statųjį trikampį, ku- 
rio statiniai 2 ir 1. Šio trikampio įžambinė lygi J5. Toliau brėžiame spindulio 
OA (04 = /5 ) apskritimo, kol jis kirs koordinačių tiesę, dalį. Tiesėje gauname 
tašką VS. 


A 
O SA 
0 2 Ev5 X 


Sakykime, taškų A(x,; y,) ir B(x,; y,) koordinatės yra žinomi skaičiai, o 
atkarpos AB vidurio taško D(x; y) koordinatės nežinomos. 

Atstumas tarp taškų A ir B ap- 
skaičiuojamas pagal formulę: y^ 


AB - A(x, —x,) +(y; -»). 


atkarpos AB vidurio taško koordina- 
tės apskaičiuojamos pagal formulę: 


Įsidėmėkite. Kai taškas M yra 
abscisių ašyje, tai jo koordinatės yra 
(x; 0), kai taškas N yra ordinačių ašy- 
je, tai jo koordinatės — (0; y). 

Lygybė x*+y*= R? yra apskriti- 
mo, kurio centras C(0; 0), o spindulys 
R, lygtis. Lygybė (x -x)?- (y -y9?-7 | 
=R2 yra apskritimo, kurio centras A) DX) ; Bx) 
C(x Yo), o spindulys R, lygtis. —|x- xix- x x 
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UŽDAVINIAI 


1.1. Apskaičiuokite sumą visų dviženklių skaičių, kuriuos dalijant iš 6 gaunama 
liekana, lygi 1. 


1.2. Prie triženklio skaičiaus prirašytas jam lygus skaičius. Kiek kartų gautas 
skaičius yra didesnis už pradinį? 

1.3. Apskaičiuokite a + 4b reikšmę, kai a =3,24 - 1079, o b= 4,44 : 10. Atsa- 
kymą pateikite standartine išraiška. 


1.4. Sudarykite skaičių aibės Æ = (342, 1236, 98 721, 3222, 891 000, 7520) poaibi, 
kurio elementai: 


a) dalijasi i$ 4; b) dalijasi i$ 3; c) dalijasi iš 9. 
1.5. Skaičių tiesėje pavaizduokite skaičius /10 ir 2/10. 
1.6. Koordinačių tiesėje pažymėkite taškus A(-4), B(-6) ir C(10) ir apskaičiuo- 
kite atstumus tarp tų taškų. 


1.7. Pavaizdavę skaičių tiesėje intervalus [-2; 10] ir [-4; 8], raskite jų sąjungą bei 
sankirtą. 


1.8. Raskite ordinačių ašies tašką M, vienodai nutolusį nuo taškų A(4; 12) ir 
B(-4; -4). 

1.9. Apskritimo centras — taškas C(-2; 4). Taškas M(-2; 0) priklauso apskri- 
timui. Parašykite šio apskritimo lygtį. 


1.2. PROCENTAI 


+ Procentų formulės 
Procentas yra šimtoji skaičiaus (dydžio) dalis. Jis žymimas 1 96. Taigi 1 % = 
= 0,01, 2 % = 0,02, 70 % = 0,7, 252 96 = 2,52 ir t. t. 
Skaičius b, kuris lygus p % skaičiaus a, randamas pagal formulę: 
E, (1) 
100 
Dviejų skaičių a ir b procentinis santykis apskaičiuojamas pagal formulę: 


p=7-10. (2) 


1 pavyzdys. Tarkime, kad redaktorė per darbo dieną turi suredaguoti 
15 rankraščio puslapių. Kiek procentų ji įvykdo darbo užduotį, suredaguo- 
dama 24 šio rankraščio puslapius? 


Sprendimas. Jeigu ji suredaguoja 24 puslapius, tai užduotį įvykdo 160 %, 


nes p= z, 100 = 160 %. Jeigu redaktorė užduotį įvykdo 120 %, vadinasi, perskai- 
to 18 rankraščio puslapių, nes 120 % = 1,2 ir 15 - 1,2 = 18. 


2 pavyzdys. Iš 40 kg šviežių grybų gauta 5 kg džiovintų, kuriuose yra 


15 % vandens. Kiek procentų vandens yra šviežiuose grybuose? 


Sprendimas. Remdamiesi (1) formule, apskaičiuokime, kiek kilogramų 
vandens yra džiovintuose grybuose: 
5:15 
— =0,75 (kg). 
100 (kg) 
Tada sausų grybų yra 5 — 0,75 = 4,25 (kg). Vadinasi, šviežiuose grybuose 
vandens bus 40 - 4,25 = 35,75 (kg). Si kiekį išreikškime procentais: 


p= = 100 = 89,375%. 
40 


3 pavyzdys. Į 10130 % sieros rūgšties tirpalo įpilta 5 1 vandens. Kokia 


yra gauto tirpalo koncentracija? 


10-30 


Sprendimas. Apskaičiuojame grynos sieros tūrį: V. a 3 (I): 


sieros = 10 
Kadangi tirpalo tūris V=5+10=15 (I), tai koncentracija k -=> . 100 = 


ge .100=20%. Vadinasi, gauto tirpalo koncentracija lygi 20 96. 


+ Sudėtinių procentų (palūkanų) skaičiavimo uždaviniai 
Sudėtiniams procentams (palūkanoms) skaičiuoti taikoma formulė: 


S, =S, |1z D. |1+ P: || 1+2- (3) 
100 | 100 100 


čia S, — pradinė suma, S, — kaupiamoji suma, p, — palūkanų norma, i — 
jos kitimų skaičius (i = 1, 2, ..., n). Kai p,- p,- ... - p, p, tai 


s-s(1 (4) 


4 pavyzdys. Rokas padéjo i banka tam tikra suma pinigu. Po treju 
metų jo sąskaitoje buvo 7986 Lt. Kiek pinigų Rokas padėjo į banką, jeigu 


yra žinoma, kad šis moka 10 % metinių palūkanų? 


Sprendimas. Pagal sudėtinių procentų formulę (4), 


(E 5 EE 


7986=$,(1+0,1)", S, = Ki 


* Geometrinio turinio uždaviniai 

Sprendžiant geometrinio turinio uždavinius, patogu vartoti kintamuosius. 
Jų ieškoti nereikia, nes, skaičiuojant procentinį santykį, jie dažniausiai susi- 
prastina. 
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5 pavyzdys. Kiek procentų sumažės kvadrato plotas, kai j jo Ak, 


 sutrumpinsime 15 %? 


Sprendimas. Kvadrato kraštinės ilgį pažymėkime raide a. Tada kvad- 
rato plotas bus $S =a2. Sutrumpintos 15 % kvadrato kraštinės ilgis bus 


a - 85 


100 
Apskaičiuojame ploto pokytį: $ - $,= a? — 0,7225a*= 0,2775a?. Procen- - 
tinis ploto santykis 


=0,85a, todėl kvadrato plotas S,= 0,7225a*. 


2 
EE ENER %. 
a 


UŽDAVINIAI 


1.10. Apskaičiuokite 30 % skaičiaus 2020. 

1.11. 3 % indėlio sudaro 69 Lt. Kokio dydžio yra visas indėlis? 

1.12. Įmonė planavo pagaminti 60 automobilių, bet pagamino 72. Kiek procentų 
užduoties įvykdė įmonė? 

1.13. Prekė atpigo nuo 240 Lt iki 180 Lt. Keliais procentais ji atpigo? 

1.14. Kiek procentų sumažės kubo tūris, briauną sutrumpinus 30 %? 


1.15. Kiek procentų sumažės stačiakampio gretasienio tūris, kiekvieną jo briauną 
sutrumpinus 20 %? 


1.16. Į 15 1 20 % acto rūgšties tirpalo įpilta 101 50 % acto rūgšties tirpalo. Kokia 
yra gauto tirpalo koncentracija? 


1.17. Miesto gyventojų skaičius per dvejus metus padidėjo nuo 20 000 iki 22 050. 
Kiek procentų vidutiniškai kasmet padidėdavo gyventojų skaičius? 

1.18. Dvi priešingos kvadrato kraštinės sutrumpintos 20 %, o kitos dvi pailgintos 
20 96. Ar gauto stačiakampio plotas yra didesnis, ar mažesnis už kvadrato plotą? 


1.3. LAIPSNIS. LAIPSNIŲ SAVYBĖS 


+ Laipsnis su natūraliuoju ir sveikuoju rodikliu 


(a; "p kain=2k (keN), 


a"=a-a-..- a; » . 
— -a", kain=2k+1 (ke N); 


n dauginamuju 


reiškinys 0? neapibrėžtas; a? = 1, kai a £0; a!- a. 


Pavyzdžiui: EE 
Oó 0 5:0,5=0125; (42) -(42)- (^42). (42): (2)-4 
Wu? 2002: = 2002. 
a" -l, kai ae neN; BER kai a # 0, bz 0, ne N. 
a" b a 
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+ Laipsnis su racionaliuoju rodikliu 


Skaičiaus a > 0 laipsniu su racionaliuoju rodikliu 7=— (m — sveikasis 


ve _ à - š S r „Nn us 
skaičius, n — natūralusis skaičius, didesnis už 1) vadinamas skaičius Va". 
Taigi, pagal apibrėžimą, 


m 1 
a" =Ša", a" = Ya. 
Įsidėmėkite, kad "Y-a =—" Ya, ne N. 
+ Laipsnių savybės 
1) aman= am" + ns 2) wd = qm. 3) (ab) = a"b"; 


aY a a" 
4 — = == 5 = EW . 
) E J b" ) a“ 


° n-tojo laipsnio aritmetinės šaknies pagrindinės savybės (m, n, ke N, o 
a ir b — neneigiamieji skaičiai) 


1) Vab =įJai/b; 2) d 23 3) JJa = "Wa; 
4) (da) Ali: ai dert = an. 
UŽDAVINIAI 


1.19. Apskaičiuokite: 


d Ze b) (202)); 9 BEES d) SEAN 


e) 4729; f) Y44096; g) 5-242 342-1; h) įJ6- J20 -4J6+ J20. 


1.20. Palyginkite: 
a) 545 ir 4/6; b) 53/2 ir 245; c) š5 ir $36. 


SU-I. SKAICIAI 


1. Šešiaženklių skaičių aob boa, kurie dalijasi i$ 3, yra: 
A..22: B 23; C 24; D 27; E 26. 
2. Į skritulį, kurio spindulys V3 cm, įbrėžtas kvadratas. Aibė A — to skritulio 


taškai, aibė B — kvadrato taškai. Aibių A ir B sankirta bei skritulio ir kvadrato plotų 
santykis lygūs: 


A AnB=Ø, 7; B BEE C AnB-B,T; 
D An^B- B, m; E AnB-B,7. 
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3. Suma visų dviženklių skaičių, kuriuos padalijus iš 3 gaunama liekana 2, lygi: 
A 1635; B 1645; C 1625; D 1675; E 2225. 


4. Reiškinys ((N5-42)(43--42)): (V2 +45} -(V2 - 45) ) lygus: 
"A" uw x. 


, B —; AA? > 
12 24 


H 


5. Apskaičiuokite: 


a) SES b) JJ5-J3.Jf3+J5; — c) 436-1843 2345. 


6. Palyginkite: 


81 


7. Duoti taškai 4(4; -2) ir B(-4; 6). Atlikite: 

a) raskite abscisių ašies tašką M ir ordinačių tašką N, vienodai nutolusį nuo 
taškų A ir B; 

b) apskaičiuokite trikampio AMB plotą; 

c) parašykite tiesės AB lygtį. 


-81 
a) 9%! ir Ed ; — b) 43/4 ir 34/4. 


8. Raskite du natüraliuosius skaičius, kurių skirtumas lygus 20, o bendras mažiau- 
sias kartotinis yra 385. 


9. Remdamiesi paveikslu, apskaičiuokite figūrų A. S, „plotą. 


b) 


Stačiakampis 


Kvadratas 


10. Apskritimo centras — taškas C(-4; -4). Taškas M(0; 0) priklauso apskritimui. 
Atlikite: 


a) parašykite apskritimo lygtį; 
b) raskite apskritimo ir ordinačių ašies susikirtimo taškų koordinates. 


SU-II. SKAICIAI 
1. Mažesnių už 100 ir neturinčių vienodų skaitmenų natūraliųjų skaičių yra: 
A 91; B 90; C 89; D 88; E 99. 


2. Reiškinys ((22-+2)(22++2)):((V22 -2)(/22 +2)) lygus: 
A 73(6;  B62(7; C 27,(6); D26(7; E 26,(3). 
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3. Reiškinys |- a ) Ë + į J lygus: 
x x 


A1-x; B 1+x; Cx-1; D -(1 + x); EL. 
-x 
4. Skaičiaus 3335 paskutinis skaitmuo lygus: 


A 3; B 9; C 7; D 1. 


5. Raskite du natūraliuosius skaičius, kurių suma lygi 90, o bendras mažiausias 
kartotinis yra 385. 


6. Knygos spausdinimo savikaina yra tiesiog proporcinga kvadratinei šakniai iš 
puslapių skaičiaus. 196 puslapių knygos savikaina 2 Lt 10 ct. Kokia yra 169 puslapių 
knygos savikaina? 


7. Raskite sumą visų triženklių skaičių, kuriuos padalijus iš 20 gaunama lie- 
kana, lygi 15. 
-12a . 4-a“ 
ir 


— i RS oa 3 
8. Su kuriomis a reikšmėmis trupmenos ; 
a 


yra neneigiamos? 


9. Suprastinkite reiškinį: 


à *3a*2 5-a, 
a*-25 a+2' 


a) 


kai a>0, b>0ira=zb. 


b) m.m 
1-Jb 1+4/b' 
10. Įrodykite, kad (10'? — 1)(10'? + 1) dalijasi iš 3 be liekanos. 


11. Duoti taškai A (-4; 2), B (2; 4). Atlikite: 
a) raskite abscisių ašies tašką M ir ordinačių tašką N, vienodai nutolusius 
nuo taškų A ir B; 
b) apskaičiuokite trikampio AMB plotą. 


12. Palyginkite: 
a) 632 ir443; b) V2004 + 2002 ir 242003. 
13. Apskaičiuokite: 
a) Jas -3 A 45 «3; b) 4-342 44/27 «18/2. 


14. Suprastinę reiškinį, apskaičiuokite jo reikšmę, kai a = -0,37: 


a)a+V1-2a+a'; b) Va? +4a+4+ Na? -4a+4; 


jw e. rų PR 
cm JA 248 Ja - 245 
2a 


15. Panaikinkite iracionaluma trupmenos vardiklyje: 


) 1 š b 1-J2+.3. b DES 
? CR ee ) 47—24/6 
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2. LYGTYS. KAI KURIE JŲ SPRENDIMO BŪDAI 


+ Bendros sąvokos 

Lygybė g(x) =h(x) vadinama lygtimi su vienu nežinomuoju x; čia g(x) ir 
h(x) — algebriniai reiškiniai. Lygybę g(x) = A(x) galima pertvarkyti į lygybę 
f(x) = 0. Lygties h(x) = g(x) apibrėžimo sritimi vadinama reiškinių g(x) ir A(x) 
apibrėžimo sričių sankirta D(g)ND(A). 

Kiekviena kintamojo x reikšmė, su kuria reiškiniai g(x) ir A(x) įgyja lygias 
skaitines reikšmes, vadinama lygties sprendiniu. 

Išspręsti lygtį — reiškia rasti visus jos sprendinius arba įrodyti, kad jų 
nėra. Lygtys, kurių sprendinių aibės sutampa, vadinamos ekvivalenčiosiomis. 

Algebrine lygtimi vadinama lygtis f(x) = O; čia f(x) — tam tikras daugianaris. 

+ Bendros rekomendacijos 

Pastebėję šaknies, modulio ženklą, reiškinių dalybą, logaritminius reiški- 
nius, pirmiausia „apsidrauskite“. Lygties, nelygybės atsakymą rašykite labai 
atsargiai, kad neparašytumėte neleistinų reikšmių. 

Įsidėmėkite: 

1. A) Bisi =0>A(x) 20 arba Bx) =0 - - - Vx (x! -1)20 > Vx =0 
arba x?- 1 =0. 

A(x) : 
2. —— 202A(x) = 0, kai BG) # 


B(x) 
x+4z0. 


Vx-2 0.5 Jz-2-0, kai 
x+4 


5 Geleet Ke kai A(x)20, 


A(x), kai A(x)<0. 


Pavyzdžiui: VG xY =|3-7|=-(3-2)=1-3; 
= i x2 
vx’ - Ax -A(x-2y -k-2-] š kai seo, 


2— x, kai x<2. 


4. |A(x)) Sb -b € A(x)<b, kai b > 0. 


Pavyzdžiui, 2x -4|£2 2 2x 2x - 4x2. 


Sprendžiant lygtis (nelygybes), galimos formuluotės: 

išspręsti lygtį; rasti leistinas lygties reikšmes; įrodyti, kad lygtis (nelygybė) 
neturi sprendinių; rasti sprendinius konkrečioje skaičių aibėje; rasti spren- 
dinių sumą (sandaugą, dalmenį ir t. t.). 

Tiriant lygties sprendinių skaičių, dažniausiai taikomas grafinis metodas. 
Tiriant kvadratinę lygtį su parametru, dažniausiai taikoma Vieto teorema, 
diskriminanto formulė. Priminsime kvadratinės lygties ax? + bx + c = 0 spren- 


dinių radimo formulę: 
-b+/D -bt4b-4ac 
2a 2a 


1,2 H 
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Vieto teoremą: 


X, +X,= p 
E . dii. a 


xx, =c kai a=1 " c 
A aO: x, x,=—, kai az1 ir az 0. 
a 


Įsidėmėkite: 
xX + bx + c = (x —x )(x — x,) = x-m) + n, 
ax2+bx+c=a(x-x/)(x-x,) =a(x - m) +n. 


Pavyzdžiui, x? -2x - 32 (x - 3)(x + 1) = (x - 1? - 4. 


Dar kelios galimos formuluotės: 

1. Parašykite redukuotąją kvadratinę lygtį, kai x, +x,=p, x, —x,= q; 

2. Parašykite kvadratinę lygtį (bet kokią lygtį), kurios sprendiniai x,, x, (x, 
sss Jš 

3. x, ir x, — kvadratinės lygties x - 2kx + 8 = 0 sprendiniai. Raskite k 
reikšmes, kai: 


X» 


a) zt b)x +x; c) x = 2x;; d)x--x; e) A 24. 
X 

Dažniausiai lygtys sprendžiamos pertvarkant į algebrine lygtį arba pertvar- 
kant į paprasčiausią pavidalą. 

° Kai kurie lygčių sprendimo būdai 

I. Lygties f(x) - g(x) = 0 sprendimas 

Lygti f(x) - g(x) = 0 (f(x), gx) — nebūtinai daugianariai sprendžiame taip: 

1) nustatome jos apibrėžimo sritį, t. y. randame f(x) ir g(x) apibrėžimo 
sričių sankirtą; 

2) sprendžiame lygtis f(x) = 0 ir g(x) = 0 (sandauga A - B lygi nuliui, kai 
A=0 arba B = 0); 

3) išrenkame tuos šių lygčių sprendinius, kurie patenka į pradinės lygties 
(f(x) - g(x) = 0) apibrėžimo sriti; jie ir bus pradinės lygties sprendiniai. 


1 pavyzdys. Raskime neigiamuosius iracionaliuosius šių lygčių spren- 
dinius: 


a) (x -42)(e +3,33)=0; b) Vx (x? -12)2 Xx. 


Sprendimas. a) Kadangi (X -42)(x +3,33)=0, tai x? - /2 =0 arba 
x? +3,33 =0. Išsprendę šias lygtis, gauname: x= -42, x=, x= -3/3,33. 
Vadinasi, neigiamieji iracionalieji lygties (x eaa J +3,33) =0 sprendiniai 
yra -4/2 ir —3 3,33. 

b) Lygtis Jx (x? -12)2 Vx yra ekvivalenti lygčiai Jx (x^ -13)=0. Iš čia 
išplaukia, kad Vx =0 arba x? - 13 - 0. Išsprendę šias lygtis, gauname: x —0, 
x=-/13 S 13. Skaičius —/13 nepriklauso reiškinio Jx apibrėžimo sričiai, 
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todėl jis nėra lygties Vx (x^ -12)- Vx sprendinys. Taigi lygtis Vx (x^ -12)= 
-«Xx neturi neigiamųjų iracionaliųjų sprendinių. 


II. Lygties p(x) = 0 sprendimas skaidant daugikliais 

Pirmiausia prisiminkime, kaip sprendžiama lygtis p(x) = 0, kurios p(x) yra 
n-tojo laipsnio daugianaris. Tarkime, kad daugianarį p(x) pavyko išskaidyti 
daugikliais: 

PG) 2 p,G) DI — ` p,@); 

čia p G), pœ), ..., p,(x) — Žemesnio negu n-tojo laipsnio daugianariai, kurių 
laipsnių suma lygi n. 

Lygtis p(x) = 0 virsta tokia: 

P(x) Bil: p) = 0. 

Lygtys p(x) = 0 ir p (x) : p.G) : ... - p,(x) = 0 yra ekvivalenčios, todėl, užuot 
sprende lygtį p(x) = 0, sprendžiame lygtis p (x) = 0, p,(x) = 0, ..., p,(x) = 0. Visi 
šių lygčių sprendiniai (ir tik jie) bus lygties p(x) = 0 sprendiniai. 


Ë 
D 
|| 
H 


2 pavyzdys. Raskime natūraliuosius lygties x° - 5x* + 4x = 0 sprendinius 


Sprendimas. Pertvarkę šią lygtį, gauname jai ekvivalenčią lygtį: 
x(x* - 5x2 + 4) = 0, x(x* - 4? — x2 + 4) = 0, x((x* — 4x2) — (x? — 4)) = 0, 
x(x2(x2 - 4) - (2 — 4)) = 0, x(? - 4)(x2 - 1) = 0. 


Išsprendę ją, turime: x=0, x=-2, x=2, x=-1, x=1. Taigi natūralieji 
lygties x? - 5x? + 4x = 0 sprendiniai yra skaičiai 1 ir 2. 


3 pavyzdys. Išspręskime lygtį x*/x—4 -8x/x-4 =0. 


Sprendimas. Kadangi x/x-4(x-8)=0, taix=0 arba /x-4=0, ar- 
ba x-8=0. Išsprendę šias lygtis, gauname: x=0, x=4, x=8. Tačiau 0 
nepriklauso pradinės lygties reiškinio /x —4 apibrėžimo sričiai, todėl lygties 
x*'/x-4-8x/x-4 =0 sprendiniai yra 4 ir 8. 

III. Racionaliųjų lygčių sprendimas 
J (x) 
uw ee Auer Ee e 
trupmena yra lygi anl, kai jos skaitiklis lygus nuliui, o vardiklis nelygus 
nuliui (dalyba iš nulio negalima). 


f(x) 


paskui tikriname, ar su kiekviena surasta x reik$me vardiklis g(x) nevirsta nuliu. 


- A "P 
Spresdami lygti =0, remsimés trupmenos B lygumo nuliui salyga: 


Lygties =() sprendimo schema: iš pradžių sprendžiame lygtį f(x) = 0, 


Dae —20 


4 e Išspręskime lysti = 15 - 
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Sprendimas. Lygties x*+x - 20 =0 sprendiniai yra skaičiai 4 ir —5. 
Reikšmė x = 4 nėra pradinės lygties sprendinys, nes su ja trupmenos vardiklis 


2 — 
x? -x - 12 virsta nuliu. Todėl lygties Z 29 
: X — 112 
Sudėtingesnes racionaliąsias lygtis sprendžiame dviem etapais: iš pradžių 


=0 sprendinys yra skaičius —5. 


f(x) 


jas pertvarkome į lygtį —— =0, paskui sprendžiame gautą lygtį. 


g(x) 


Sprendimas. Pertvarkome ją taip: 
2 4 2 e 2x+2-x | 


x x«l x x4l °? x(x4l) ` 


Randame lygties x? — 2x —2 = 0 sprendinius: x, 21443, x, -1-43. Ka- 
dangi pradinės lygties apibrėžimo sritis yra visi realieji skaičiai, išskyrus —1 ir 
0, tai lygties e 1- BH sprendiniai yra 1— 48, 1445. 

x x+1 
IV. Lygčių sprendimas taikant keitini 
Šį lygties sprendimo būdą iliustruosime pavyzdžiu. 


6 pavyzdys. Išspręskime lygtis: 


a) (1-32) 2-32) - 2 = 0; 


Sprendimas: a) pritaike keitinį 1—x2=a, gauname lygtį a(1 +a) - 
-2=0. Jos sprendiniai yra skaičiai —2 ir 1. Dabar reikia išspręsti lygtis 
]-x?2-2ir1- x?- 1. Jų sprendiniai: x --45, x = 3, x = 0. Kadangi visi šie 
sprendiniai priklauso pradinės lygties apibrėžimo sričiai, tai jie yra ir lygties 
(1 —x2)(2 —x2) - 2 = 0 sprendiniai; 

: 2 x+2 -— - Lä "T 
b) lygties PE E =2 apibrėžimo sritis — visi realieji skaičiai, išsky- 
X F 


rus —2. Pritaike kent 


- =a, gauname lygtį phe, arba à? - 2a +1 = 0. 
x+2 a 


Jos sprendinys a = 1. Dabar grįžtame prie pradinio nežinomojo x: E e. 
x 


Šios lygties sprendinys yra skaičius 0. Jis priklauso pradinės lygties apibrėžimo 
z+2 


+ CSR 2 sprendinys. 


sričiai, todėl yra lygties : 
, yra lyg 43 
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+ Lygtys su modulio ženklu 
Lygtis | f (x)| =a, kurios a 2 0, ekvivalenti lygčių f(x) = a ir f(x) =-a visumai. 


Pavyzdžiui, lygtis le? - Aal =2 ekvivalenti lygčių x? - 4x 22 ir 2 - 4x =—2 


visumai. | 


g(x)20, 
i =(8(x)) 


Lygtis | f (x)| =g(x) ekvivalenti sistemai | 


x+420, 


(x-2) =(++4).. 


Pavyzdžiui, lygtis |*—2|=x+4 ekvivalenti sistemai | 


Lygtis f(x)=g(x) ekvivalenti lygčiai (f(x))^- (g(x))". 


Pavyzdžiui, lygtis De -4|=|x| ekvivalenti lygčiai (x? — 4 =x. 


Lygtis f (|x|)= g(x) ekvivalenti sistemų 


| x20, ! | x « 0, L 
ir visumai. 
f(x)- g(x) f(-x)- (x) 
Pavyzdžiui, lygtis x^ -|x| - 2-0 ekvivalenti sistemų 
120, x<0, 2 ; 
> ir i visumai. 
X —x—2=0 x +x—2=0 


° Iracionaliosios lygtys 

Iracionaliųjų lygčių sprendimo būdai dažnai pagrįsti galimybe iracionaliąją 
lygtį pakeisti (ją pertvarkius) racionaliąja lygtimi, kuri būtų arba ekvivalenti 
pradinei iracionaliajai, arba jos išvada. Abi iracionaliosios lygties puses kelia- 
me tuo pačiu laipsniu. Tada nauja lygtis yra pradinės lygties išvada. Išsprendus 
šią lygtį, būtina patikrinti, ar surastos reikšmės yra iracionaliosios lygties 
sprendiniai. 


f(x)20, 
Lygtis Jf (x) 2 g(x) ekvivalenti sistemai 4 g(x)20, 
f(x)- 8(x). 


2x-420, 


Pavyzdžiui, lygtis /2x -4 =/x +8 ekvivalenti sistemai 4 x-- 820, 
2x-4=x+8. 
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g(x)20, 


Lygtis Jf? (x) = g(x) ekvivalenti sistemai eech 


x20, 


Pavyzdžiui, lygtis (€ -6x) =x ekvivalenti sistemai ES 6x|= x 


x)20, 
Lygtis Jf (x) =g(x) ekvivalenti sistemai R ) 


f(x)» & (x). 


2x 2 0, 


Pavyzdžiui, lygtis x^ +6x 22x ekvivalenti sistemai + , 2 
x +6x=(2x) . 


+ Rodiklinės lygtys 

Rodiklinė lygtis a/? — 4*9, kurios a >0, a1, yra ekvivalenti lygčiai 
f(x) =g(x). Rodiklinės lygtys sprendžiamos suvienodinant laipsnių pagrindus, 
iškeliant prieš skliaustus bendrą daugiklį, vartojant keitinį, abi lygties puses 
logaritmuojant arba dalijant iš tam tikro reiškinio. 


7 pavyzdys. Išspręskime šias rodiklines lygtis: 


x*-2x+ 2 
a) (Jo25) "et Häre o 52^-152^ = 56; 
d)4-3.2748-0; e) 12 -2.3* «6 =0. 


Sprendimas 

a) (V0.2) ger (0,25) , b) 3 3-65 = 355 c) 2 (5-1,5) = 56, 
xi-2x 41-0, xi - 3x - 65 = 3,5, 2** 216, 2^ =2*, 
(x - 1» = 0, x- 3x - 10-2 0, Vx 24, 

xar x, = 5, x, = —; x=16; 

d) (222 -6-2 + 8 = 0; e) E -2. a + ` =0, (25) +2*-2=0; 
pritaike keitinį a = 2", pritaike keitinj a = 2", 

gauname: gauname: 

a? — 6a + 8-20; a?+a-2=0; 

iš čia a, = 4, a, = 2; iš čia a, = 1, a, =-2; 

tada 2*= 4, arba x = 2; tada 2*=1, arba x = 0; 

2*z2, arba x = 1. lygtis 2“ = -2 sprendinių neturi. 

Taigi x, 2 2, x, = 1. Galiausiai x = 0. 


+ Logaritminés lygtys 

Logaritminės lygtys sprendžiamos taikant logaritmo apibrėžimą, keičiant 
jas ekvivalenčių lygčių sistema, vartojant keitinį, abi lygties puses logarit- 
muojant tuo pačiu pagrindu. 
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8 pavyzdys. Išspręskime lygtis: 

a) log r x^ = 2; b) In(In(x +e))=0; p) — í 10 25; 
d) lgx’ -lg(2x-1)=0; e) log2x-21og, 2x 41-0; < 

f) log, x- log, x =3. 


Sprendimas 
2 In(x+e)>0 
11) = 2 = 0 f b > 2log; (x-10) = 2 
a) (vu) x (x90) ) ue on ge ° 
x=+411; iš čia x + e = e, log; (x-10)=1(x>10), 
x=0; x-10=5, x=15; 
d ; j T TE log, x 
) lygtis lg x2?-1g (2x - 1) e) pritaikę keitinį f) log, = 
08; 
ekvivalenti sistemai a=log, 2x, gauname: 2 log, x-log, x = 6, 
E a!-2a + 1= 0, log, x= 6, 
2x-1>0, (a - 12 = 0, x = 729. 
x? -2x 41-0, a=], 
iss 2, vadinasi, log, 2x = 1, 
2 x= 1; 
iš čia x= 1; 


° Trigonometrinės lygtys 
I. Paprasčiausios trigonometrinės lygtys sin x 2a, cos x=a, tg x=a 


sin x -a, 


del — — — —— x - (-1) arcsin a + nk, ke Z, 
cos x 2a, |a| S81 ———— —————» x=: arccos a + 2nk, ke Z, 
tg x 2a, a — bet koks skaičius — x = arctg a + nk, ke Z. 


Įsidėmėkite: arcsin (-a) = -arcsin a; arccos (-a) — X — arccos a; 
arctg (-a) = -arctg a. 
Sudėtingesnes trigonometrines lygtis tapačiai pertvarkome tol, kol gauna- 
me nurodytas paprasčiausias trigonometrines lygtis. 
II. Lygtys sin f(x) =a, cos f(x) =a, tg f(x) =a 


sin f(x) =a BC sin feud. 


Analogiškai pertvarkomos ir lygtys cos f(x) =a bei tg f(x) =a. 
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Sprendimas. Ši lygtis ekvivalenti lygtims sin4x-7 bei sin4r=-4, 

š è : 1 E S k T nk k TU nk 

todėl lygties sin? 4x = — sprendiniai yra tokie: (-1) —+—, (-1) —+—, 
yg reg y Cati c pr 


keZ. 


III. Lygtys f(sin x) = 0, f(cos x) = 0, f(tg x) 20 


f(sin x) 20. HEEL nis 0. 
Analogiškai pertvarkomos ir lygtys f(cos x) = 0 bei f(tg x) = 0. 


10 pavyzdys. Išspręskime lygtį cos! +2cos——3=0. 


Sprendimas. Pritaikę keitinį cost =t, gauname lygtį ? + 2t - 3 = 0. Ją 
išsprendę, turime: t = 1, t, - —3. Grįžtame prie pradinio nežinomojo: cos 4^ 1, 
arba x = 8nk, ke Z; lygtis cos 2 =-3 sprendinių neturi. Vadinasi, pradinės 


lygties sprendiniai yra 8nk, ke Z. 


IV. Lygtys A cos? x +B sin x+ C-0 ir A sin? x +B cos x+C=0 


A |cosžx |+Bsinx+C=0 
cos? x = 1- sin? x f(sin x) = 0 
, 

A|sinžx |+Bcosx+C=0 


sin? x = 1 — cos? 


x f(cos x) = 0. 


11 pavyzdys. Išspręskime lygtį sin? 7-097 -1-0. 


Sprendimas. 1-cos*Ž+c0sŽ-1=0, cos! Ž-cosŽ=0, cos .| cos - 
2 2 2 2 2 2 


aeo Iš čia cos 78 x=n+2nk; c0s7 -1, x-4mk, ke Z. 


V. Lygtys, homogeninės sin x ir cos x atžvilgiu 


1) a sin x+b cos x= 0, a 0 Lo 


a tgx-bz0. 


12 pavyzdys. Išspręskime lygtis: 


a) 2sinx-cosx=0; b) sin10x- J3cos10x -0. 
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Sprendimas: a) abi lygties puses padaliję iš cos x, gauname: 2 tg x - 
-1=0, EE EE keZ; 
b) lygtis sin10x — /3cos10x =0 yra ekvivalenti lygčiai tg10x = 3; iš čia 


Is Tank, ze AE, kez, 
3 30 10 - 
2) a si? x +b sin x cos x + c co? x = 0, a z0 T atgx+bx 


xtg x+c=0. 
3) a sin? x +b sin x cos x +c cos? x =d — (a - d) sin? x + b sin x cos x + 
+ (c — d) cos? x = 0. 


+ Bendros rekomendacijos, kaip spręsti trigonometrines lygtis 
1. Nustatant trigonometrinės lygties sprendinių skaičių (nurodytoje neži- 
nomojo aibėje) dažnai taikomas grafinis metodas. 


Pavyzdžiui, lygtis cos“ x = T kai xe [-907; 450°], turi 6 sprendinius. Žiū- 


rėkite paveikslą. 


2. Lygtis sin (kx + b) cos (kx + b) cos 2(kx + b) = 0, sin? (kx +b) a (0 <a € 1), 
cos? (kx +b)=a (0 <a <1) pertvarkykite į ekvivalenčias lygtis sin 4(kx + 
1-cos2(kx +b) Sg 1+cos2(kx+b) 


+b)=0, š 
2 2 


=a ir tada jas spreskite. 


Pavyzdžiui: lygtis sin 3x cos 3x cos 6x = 0 ekvivalenti lygčiai sin 12x = 0. 


Iš čia: x = A , ke Z. Lygtis s ( - e ) SE i 15 SE - £ |- 0 ekviva- 


lenti lygčiai il» | 0. Iš čia: x= x ^ nk, ke Z. Lygtis sin? 4x = H ekvi- 


valeni ada] 1-058: l pa oap y f uM ie 
D, 24 4 


UZDAVINIAI 
2.1. Išspręskite lygtis: 
a) (4x - 3)(x° + 4) = 0; b) Vx (x! -1)20; c) x! - 2x! 0; 
gu E a g EE an 
x^—16 1-x 
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2.2. Parašykite redukuota kvadratinę lygtį, kurios sprendiniai V2 ir v3. 


2.3. Parašykite redukuotą kvadratinę lygtį, kurios sprendinių suma lygi 3, san- 


dauga lygi 1. 


24. x, ir x, — lygties x? + bx + c = 0 sprendiniai. Nespresdami lygties išreikškite 


dydžiais b ir c sumą x; ^ x;. 


2.5. x, ir x, — lygties x? + mx + 4 = 0 sprendiniai. Raskite m reikšmių aibę, kai: 
a)x, =x; b)x, = 4x; c) x, = —2x,. 


2.6. Kurie iš nurodytų skaičių: -2; 4; —1; 0 yra lygties vi — 5x? + 4 = 0 sprendiniai? 


2.7. Išspręskite lygtis: 
a) 4x*- 17x2 + 420; b)x:-x2- 4x +4=0. 


2.8. Raskite lygties (x2 + x)(x2 + 6x + 8) = 0 sprendiniu suma. 
2.9. Raskite lygties x^ — 7x? + 6 = 0 sprendinių sandaugą. 


2.10. Parašykite ketvirtojo laipsnio lygtį, kurios sprendiniai yra pirmieji keturi 


sekos x, = (-1)"*'- 7 nariai. 
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2.11. Parinkite skaičius m ir n, su kuriais teisinga ši lygybė: 


x-2 m n 
+ 


x-1 x+1 xl 


2.12. Išspręskite lygtis su modulio ženklu: 
a) |x+4|=2; b) |x*-4|=5; c) |0,5x-1,5|= 2; 
d) |x|(x-2) 23; e) |x|+|x+1|=5; f) x! «x -1|- 8. 


2.13. Išspręskite iracionaliasias lygtis: 
a) Vx? «1-10; b) Vx+2-4=4; c) J/16x-16 - Jx—1=3; 
d) x22-42x-5; | e)-4Ad4x4x-5-20; f) dei -6x=2x. 
2.14. Išspręskite rodiklines lygtis: 


a) 102 21; b) win Ai c) 10“ = š/100; 
d) 225° -415; e) 2:2 3 2x+4 = 16; f) 2: + 2x-1 ++! = 28; 


g)64-8-56-20; h) (0,25}¥ + (0,5 - 6 =0;i) 3*.4* 2144"; 
j25-5-600-0;  k)4.9'41223.25  1)2*.5" -0,001-105?*. 


2.15. Išspręskite logaritmines lygtis: 
a) log, (2 - 24) = 0; b) Is((++2)(+ 42) ) =0; c) lg(x 5)» Ig(x-+5) = (); 


d) 2^ * geg — 400; e) lg x = lg x + 4; f) log, x - log, x= 9 log, 3. 
Išspręskite trigonometrines lygtis: 
2.16. a) sin An |= 0; b) cos Ža cedi: C) sin 2x = 2. 
4 6 6 

2.17. a) sin“ 2 =: b)2 cos? x + cos x- 1 = 0; c) sin? Žo -0 
2.18. a) sin? Z cos? Ž = 0; b)cos 2x + cos 4x = 0; c) A 

6 6 2 2 2 
2.19. a) 3sin 2-5 * cos(2n- x) 2242; b) 3 sin7 -sin Ž =0. 


2.20. a) 2 sin x — cos x = 0; b) 3 sin? 3x = sin 3x; c) 2 sin x cos x + 5 sin? x = 4. 


3. UŽDAVINIŲ SPRENDIMAS SUDARANT LYGTIS 
AR LYGCIŲ SISTEMAS 


Lygtys, nelygybės, lygčių bei nelygybių sistemos yra daugelio fizikinių ir 
kitų reiškinių matematiniai modeliai, todėl įvairių praktinių uždavinių spren- 
dimą galima pakeisti lygčių, nelygybių ir jų sistemų sprendimu. 

* Uždavinių sprendimas sudarant lygtį 

Neretai tenka susidurti su uždaviniais, kurių tiesioginiais aritmetiniais 
veiksmais išspręsti neįmanoma. Tada vartojame kintamąjį, kuris dažniausiai 
yra ieškomas dydis. 


1 pavyzdys. Siūlo ilgis lygus tam tikro kvadrato perimetrui. Nuo to 
siūlo vieno galo nukirpus 25 cm ilgio dalį, siūlo ilgis pasidarė lygus peri- 


metrui kito kvadrato, kurio plotas 1,44 karto mažesnis už pirmo kvadrato 
plotą. Kokio ilgio siūlas buvo iš pradžių? 


Sprendimas. Siūlo ilgį pažymėkime raide x. Tada, nukirpus 25 cm ilgio 


dalį, siūlo ilgis bus x — 25, o pirmo ir antro kvadrato kraštinių ilgis — 7 ir 
x-25 


. Remdamiesi uždavinio sąlyga, sudarome lygtį 


2 
LŽ 
BEZE 
x-25| 100 
4 
E i model 
-25 10 


Ji yra ekvivalenti lygčiai 

x 
10x = 12x - 300, x = 150. 
Vadinasi, iš pradžių siūlas buvo 150 cm ilgio. 


* Uždavinių sprendimas sudarant lygčių sistemą 

Kartais sprendžiant uždavinį, vieno nežinomojo neužtenka, jų reikia dvie- 
jų ar daugiau. Tada tenka sudaryti lygčių sistemą. Ji paprastai sudaroma iš 
tiek neekvivalenčių lygčių, kiek yra nežinomųjų. 


2 pavyzdys. Stačiakampis sklypas, kurio plotas 0,36 ha, aptvertas 


260 m ilgio tvora. Apskaičiuokime sklypo matmenis. 


Sprendimas. Sklypo matmenis pažymėkime x ir y. Tada sklypo plotą 
galėsime išreikšti lygtimi xy = 3600, o perimetrą — lygtimi 2(x + y) = 260. 
2(x+y)= 260 
xy = 3600. 

x+y=130, y=130-x, 
" = 3600; Enos uem 
Taigi sklypo matmenys yra 90 m ir 40 m. 


Sudarome lygčių sistema | ' Ją išsprendę, gauname: 


x=90, y=40. 
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* Judėjimo uždavinių sprendimas 
Cia paprastai reikalaujama rasti nueitą kelią, greitį arba judėjimo laiką. 


3 pavyzdys. 150 km ilgio tarpustotę greitasis traukinys nuvažiuoja 
45 min greičiau negu paprastas keleivinis. Šis kas valandą nuvažiuoja 
10 km mažiau už greitąjį. Kokiu greičiu važiuoja kiekvienas traukinys? 


Sprendimas. Paprasto keleivinio traukinio greitį pažymėkime x, o grei- 


tojo — x + 10. Tada paprastas keleivinis traukinys 150 km nuvažiuos per RD h, 
x 


s 150 P" : o RE e 
O greitasis — per h. Kadangi greitasis traukinys šį atstumą įveikia 45 min, 
x 


+10 
t. y. 0,75 h, greičiau, tai galime sudaryti lygtį 
150 _ 150 +0,75. 
X x+10 


Iš čia x= 40. Vadinasi, paprastas keleivinis traukinys važiuoja 40 km/h, 
o greitasis — 50 km/h greičiu. 


+ Darbo uždavinių sprendimas 


4 pavyzdys. Tam tikrą darbą Sigita atlieka per 24h, o Agnė — 


3 kartus greičiau. Per kiek laiko šį darbą jos atliks abi kartu? 


Sprendimas. Jei visą atliktą darbą laikysime lygiu 1, o laiko tarpą, per 
kurį šį darbą atliko abi merginos, pažymėsime x, tai per laiko vienetą (1 h) 


atlikto darbo dalis bus lygi i Kadangi per 1 h Sigita atlieka x o Agnė — 
x 


: dalį šio darbo, tai galime sudaryti lygtį 
1 1.1 
==— +. 
x 24 8 
Iš čia x = 6. Taigi abi merginos numatytą darbą atliks per 6 h. 
+ Medžiagos procentinės sudėties uždavinių sprendimas 


Sprendžiant tokius uždavinius, dažniausiai reikia sužinoti grynos medžia- 
gos masę, junginio procentinę sudėtį ir pan. 


5 pavyzdys. Vario ir alavo lydinio gabale, kurio masė yra 40 kg, yra 


50 % vario. Kiek alavo reikia įmaišyti į šį lydinį, kad jis turėtų 40 % vario? 


Sprendimas. Įmaišyto alavo masę pažymėkime x. Tada gauto lydinio masė 
bus lygi 40 +x. Siame lydinyje yra 40 % vario, o tai sudaro 0,4(40 + x) kg. Pra- 
dinis 40 kg masės lydinys turėjo 50 % vario, vadinasi, vario jame buvo 0,5 - 40 kg. 
Kadangi ir pradinis, ir gautasis lydinys turi tiek pat vario, tai 

0,4(40 +x) 2 0,5 - 40. 

Išsprendę sudarytą lygtį, gauname: x = 10. Taigi į pradinį lydinį reikia 

įmaišyti 10 kg alavo. 


26 


* Uždavinių sprendimas remiantis panašiųjų figūrų plotų santykiu 
Jei figūrų F, ir F, panašumo koeficientas lygus k, tai tų figūrų plotų 


santykis à ek. 


2 


6 pavyzdys. Lygiakraščio trikampio formos plokštelė, kurios kraš- 
tinės ilgis yra 33 cm, supjaustyta į lygiakraščio trikampio formos plokšteles, 
kurių kiekvienos kraštinės ilgis yra 2,2 cm. Kiek tokių plokštelių gauta? 


Sprendimas. Plokštelių skaičius lygus didelės ir mažos plokštelės plotų 


santykiui > „Kadangi plokštelių panašumo koeficientas k = = =15, tai > = 
2 , 2 


=k? -15?-225. Vadinasi, bus gautos 225 plokštelės. 


* Uždavinių sprendimas remiantis panašiųjų kūnų tūrių (masių) santykiu 


Jei kūnų K, ir K, panašumo koeficientas lygus k, tai jų tūrių santykis A SE: 
H 


7 pavyzdys. Taisyklingoji trikampė piramidė, kurios briaunos ilgis 


lygus 22 cm, supjaustyta į taisyklingąsias trikampes piramides, kurių briau- 
nos ilgis lygus 4,4 cm. Kiek tokių piramidžių gauta? 


Sprendimas. Ieškomas piramidžių skaičius lygus didelės ir mažos pirami- 
dės tūrių santykiui = . Kadangi piramidžių panašumo koeficientas k = LM 5, 
2 > 
tai d =53 2125. Taigi bus gautos 125 piramidės. 
Pastaba. 7 pavyzdį spręsti būtų sunku, jei iš pradžių apskaičiuotume 
atitinkamų piramidžių tūrius, o paskui — jų santykį. 


UŽDAVINIAI 


3.1. Stačiakampio kraštinių ilgių santykis lygus 4 : 9, o plotas — 144 cm2. Apskai- 
čiuokite kiekvienos stačiakampio kraštinės ilgį. 

3.2. 120 t masės kroviniui pervežti buvo užsakytas tam tikras skaičius sunkve- 
žimių. Dėl prasto kelio į kiekvieną sunkvežimį teko krauti 0,5 t mažiau negu numa- 
tyta, todėl prireikė papildomai 8 sunkvežimių. Kiek sunkvežimių buvo užsakyta iš 
pradžių? 

3.3. Bandymų sklypo plotas yra 432 ha. Rugiais užsėta 3 kartus daugiau negu 
kviečiais ir miežiais, o kviečiais — 40 ha daugiau negu miežiais. Kiek hektarų užsėta 
rugiais, kiek — kviečiais ir kiek — miežiais? 

3.4. Motorinė valtis, kurios greitis lygus 25 km/h, per 8 valandas nesustodama 
nuplaukė upe iš vienos vietovės į kitą ir grįžo atgal. Atstumas tarp vietovių lygus 75 km. 
Apskaičiuokite upės tėkmės greitį. 
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3.5. Iš Vilniaus į Kauną automobiliu Algis važiavo 72 km/h greičiu. Kokiu greičiu 
jis turi grįžti, kad vidutinis greitis visu keliu būtų lygus 80 km/h? 

3.6. Traukinys pastoviu greičiu pravažiuoja pro stovintį keleivį per 5 s, o 240 m 
ilgio tuneliu — per 20 s. Apskaičiuokite traukinio greitį. 

3.7. Pirmuoju vamzdžiu baseinas pripildomas per 6 h, antruoju — per 4 h. Per 
kiek valandų, veikiant abiem vamzdžiams, bus pripildyta 80 % baseino? 

3.8. Prekė su pakuote kainuoja 643,75 Lt. Kiek kainuoja ši prekė, kai už pakuotę 
reikia mokėti 3 % prekės kainos? 

3.9. Kubas, kurio viso paviršiaus plotas lygus 216 cm?, supjaustytas vienetiniais 
kubeliais. Kiek tokių kubelių gauta? 


4. KAI KURIE NELYGYBIŲ SPRENDIMO BŪDAI 


e Grafinis nelygybių sprendimas 

Antrojo laipsnio nelygybes patogu spręsti remiantis funkcijos f(x) = ax? + 
+bx +c grafiko savybėmis. 

Nelygybių sprendimo eiga: 

1) randame trinario ax? + bx + c šaknis; 

2) atsižvelgdami tik į koeficiento a ženklą, nubraižome scheminį trinario 
grafiką; 

3) remdamiesi brėžiniu, parašome atsakymą. 

Nelygybių sprendimo pavyzdžiai: 


Nelveybė Trinario| Koeficiento Scheminis Asai 
BE šaknys a ženklas grafikas tsakymas 
y 
1. | x +2x < 0 0;2 | a=-1<0 5 Les" 0] LU [2; el 


Spręsdami nelygybes f(x) > g(x), f(x) zeck, f(x) «g(x). f(x) S gG), nu- 
braižome funkcijų y = f(x) ir y = g(x) grafikus, randame bendrus jų taškus (jei 
jų yra) ir, remdamiesi brėžiniu, parašome atsakymą. 

Nelygybių sprendimo pavyzdžiai: 


= Nelygybė Funkcijų f(x) ir g(x) grafikai Atsakymas 


esa] 


“m EET 


Jen 


+ Nelygybių sprendimas intervalų metodu 

1 savybė. Jei funkcija f(x) intervale (a; b) yra tolydi ir neįgyja reikšmės, 
lygios nuliui, tai ji tame intervale nekeičia ženklo. 

2 savybė. Jei monotoninė funkcija įgyja reikšmę, lygią nuliui, kai x=a, 
tai su visais x <a jos reikšmės ženklas yra priešingas funkcijos reikšmės 
ženklui, kai x >a. 

f(x) f(x) 


Remiantis 2 savybe, nelygybes f(x) > 0, —— » 0, f(x) 2 0, —— 20, f(x) < 0, 


F f(x) g(x) g(x) 
d eh, fix) < 0, SI patogu spręsti intervalų metodu; čia f(x), g(x) — 
g(x) g(x) 


daugianariai. 
Nelygybių sprendimo intervalų metodu schema: 


1) daugianarius f(x) ir g(x) išskaidome tiesiniais daugikliais ir kvadratiniais 
trinariais, neturinčiais šaknų, paskui kiekvieną tiesinį daugiklį prilyginame 
nuliui ir gautas x reikšmes pažymime skaičių tiesėje; 


f(x 


2) kiekviename iš gautų intervalų nustatome f(x) Pia Pabrėžia- 
g(x 
me: jei visi skaidinio daugikliai yra tiesiniai, tai f (x) "S ženklą pakanka 
g(x 
nustatyti viename iš intervalų; kituose intervaluose ženklai vienas kitą keičia. 
Jei ne visi skaidinio daugikliai yra tiesiniai, tai ženklą reikia nustatyti kiek- 
viename iš gautų intervalų. 
Nelygybių sprendimo pavyzdžiai: 


EEN 
LACH E 


f(x)2(x + 
x'+4x'+x+4<0|+4x7) -4 — 
(x*+1)(x+4) 


NE 
12,25 x! 


+ Nelygybiu sprendimas pakeičiant jas ekvivalenčia nelygybiu sistema 


CRL x) - g(x a S 3 aa. a o, /€) fe. 
s) O RO qq TD a qi) 


€ 0 galima spręsti ir pakeičiant jas ekvivalenčių sistemų visuma. 


Nelygybes 
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Nelygybių sistemos sprendinių aibė yra sistemą sudarančių nelygybių 
sprendinių aibių sankirta. Taigi, norint išspręsti nelygybių su vienu kintamuoju 
sistemą, pakanka rasti kiekvienos nelygybės sprendinių aibę ir šių aibių san- 
kirtą. Jei bent viena sistemos nelygybė neturi sprendinių, tai ir nelygybių 
sistema neturi sprendinių. 


Pavyzdžiui, nelygybė <0 ekvivalenti nelygybių sistemų 


x(e* +1) 
x -4 


x!-4«0 x!-4»0 


x20, : x<0, : : 
ir visumai. 


0 0 
ANNA TEN GO WNTATA 
di 2 X + di 2 + X 
* +1 
x(e+1)_ 
4 


Taigi nelygybės — 0 sprendiniai yra Lee -2)U[0; 2). 
x 


f(x)«b, 


Nelygybė a < f(x) « b ekvivalenti nelygybiu sistemai | fs 


Nelygybiu | f (x)|< b ir | f (x)> b sprendimo schema: 
-b < f(x) < b, kai b > 0, 
|f (x) <b Ç K ) 
nelygybė neturi sprendinių, kai b < 0; 
f(x) > b, f(x) <-b, kai b > 0, 
| f (x) >b o 


sprendinių aibė — f(x) apibrėžimo sritis, kai b < 0. 


Pavyzdžiui, nelygybė |x —2|<4 ekvivalenti nelygybei —4<x-2<4, o 


nelygybė |x—2|>4 — nelygybiu x - 2 > 4, x - 2 < 4 visumai. 


UZDAVINIAI 
4.1. Grafiškai išspręskite nelygybes: 
a) x? -2x > 0; b) x -2x -3«0; c) x? 2 0,5x; 
d) Vx+2 > /2 — x; e) x> 7; f) x -9€«3-||. 
Išspręskite nelygybes: 
4.2. a) J3x? - 3x < 0; b) x°- 2x? +x < 0; c) (2 — 4)(2 - 1) < 0; 
= -2 4 Ža 
d) 2x 7 «ii e) e 53) s ) 20; f) NE = | == 
4+x (1+x) (xt -2x° +1) 
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4.3. a) |x + 4|< 2; 


d) BA «2; 
2 


g) x-4|» 4 


b) 2x-4| <6; 
e) |x n| < z; 


h) [3x -6| 2 3; 


4.4. Raskite sveikuosius nelygybiu sprendinius: 


a) x° -2|x| < 0; 


d) |x|-2 <x; 


b) J(x-2) $2; 


e) d. safe: 


|x| 


4.5. Išspręskite šias nelygybes grafiškai: 


a) [x - 2| 2 |x - 1; 


d) Jx+4<2-3x; 


Išspręskite nelygybes: 
4.6. a) 12,25" <1; 


d) DI «971; 
4.7. a) 4" < 32; 
4.8. a) 6* -16-3* > 0; 
49. a) 3" — 4.3" 432.0; 


4.10. a) log, (x +2)> 2; 
d) lgx >1g2+1g6; 


4.1. a) lg? x > 4; 


d) lg? x+Ig x° —3 > 0; 


4.12. a) 9"* > 81; 


4.13. a) 2sinx > V2; 


d) cos t - sin' t € 0,5; 


4.14. a) sinx sin2x 2 0; 


b) x-1|«1- x^; 
e) |x|-1<1-|x|: 


b) (0,025)? >1; 


e) wa 2 »25; 


b) 


3 -2|«1; 
b) 10? > 625.4"; 
b) 2* +2!-* —3 > 0; 


b)Ig(Igx)< 0; 
e) log, (x+2)<-4; 


b) In? x—Inx < 0; 


e) log; (x — 10) < 2-1og. 2; 


1 


————— <l; 
log, x -1 


b) sin cos Z > Zo 
2 2 4 


X 
tg—»1; 
e) e7 


b) sin2x cosx > 0; 


c) [5x +5| < 2; 
f) le -4 «5; 


i) [x-2]».-2. 


c) Jx-2) «Ax; 


f) (x-2y +2 < x° +2. 


c) [xl -9 « -x? «9; 


f) (x-1) 28. 


c) mayas < 1: 


^6 G) 
c) 293 «1, 

c) Jo . 3° > 36. 
c) x2—2* .x2 <0. 


c)In(Inx)» 1; 
f) log, (x - 3) < 3log, 3. 


c) lg(x^ 4x) » 0; 
f) Ig(Inx) » 0. 


c) 4*5 51, 


c) 2sin2x < V3; 
f) sn[x+7 J€ 0. 
4 


c) sin2x cosx < 0. 


4.15. Raskite nelygybės sin x x sprendinių aibę, kai xe [—z; 2r]. 
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SU-I. LYGTIS. NELYGYBĖ IR LYGCIU SISTEMA 


T NN NX P pens e 
1. Reiškinio —— apibrėžimo sritis yra: 
x —-4 


A (0:2)0(2;»); B [0; 2]; C [25 œ); D [0; 2) 0 (2; <). 

2. Suprastinus reiškinį SE gaunama: 
Jx+1 
A Jx+1; p 1. C dr D 1- Xx. 
Jr 
2 =f 2 = 
3. Lygties kam is sprendinių suma lygi: 
x'+2x-8 

A 4; B 14; C 10; D 0. 
4. Lygties (x - 0,95)(x + 0,95) = 0 sprendinių sandauga lygi: 

A 1,9; B -1,9; C -90,25; D -0,9025. 
5. Nelygybės x? — /13x <0 sveikųjų sprendinių aibė yra: 

A (0, 1, 2); B (0,1, 2, 3, 4; € (0,1, 2, 3}; D (1, 2, 3). 
6. Lygties V4x-4-4x-1=2 sprendinys yra: 

A 45; B 3; E 5 D 5. 

2 2 pee 
7. Lygčių sistemos 8 K sprendinių skaičius yra: 
Xy = 

A 2; B O; C 4; D 1. 
8. Kai 2 > t, tai: 

A O«t«1 B r«Oarbat»1; C t<0; D t» 1. 
9. Išspręskite lygtį: 

2 4 
— + —— 
2-x x(2-x) 
10. Išspreskite nelygybes: 
a) x? > 4; b) x° < 4x; c) 2 >90, 
x —1000 


11. Prekės kaina iš pradžių sumažinta 40 %, vėliau — 10 %, o po kurio laiko dar 
10 X. Kiek procentų iš viso buvo sumažinta prekės kaina? 


12. Dviratininkas pirmąją dieną nuvažiavo 40 % viso kelio, antrąją — 40 % liku- 
sio kelio, o trečiąją — paskutiniuosius 72 km. Kiek kilometrų dviratininkas nuvažiavo 
per tris dienas? 


13. Stačiakampis sklypas yra 48 a, jo įstrižainė lygi 100 m. Raskite sklypo matmenis. 


14. Su kuria neneigiamaja k reikšme lygtis x?- 2(k-2) x +4=0 turi lygius 
sprendinius? 

15. Iš kurio realiojo skaičiaus atėmus jo paties keturgubą kvadratą skirtumas yra 
didžiausias? 
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SU-II. LYGTIS. NELYGYBĖ IR LYGČIŲ SISTEMA 


1. Reiškinio ZZ ..* —. apibrėžimo sritis yra: 
x -9 x+2 
A [-2:3)U(3; e); B [2; e); C (-2; e); D [2;3)0(3; e) 
LTP 
2. Reiškinio i = E reikšmė lygi: 
A 0,14; B -0,14; (GI B D -1. 
3. Nelygybés 2 >|x| sprendinių aibė yra: 
x 
A [0; 1]; B (0; 1]; c [-50)u(06; 1; D [-1; 1]. 


4. Lygčių sistemos 
x^ + y? = 0,625, 
=0 
sprendinių skaičius yra: 


A 2; B O; C 4; D 6. 


5. Lygties (x^ + x) LG =0 sprendiniai yra: 


A 61 1 Bor- €6-5 r 
2 2 2 2 2 2 

6. Lygties |(x+10)(x-10)|= 100 sprendinių skaičius lygus: 

A 4; B 3; C2: D 1. 
7. Lygties x +y = 4 natūraliųjų sprendinių skaičius lygus: 

A. 2; B 3; C A D 5. 
8. Nelygybės |x +10|< 5 sveikųjų sprendinių suma lygi: 

A -100; B -120; C -110; D -90. 
9. Išspręskite lygtį: 

AJ(X? -0,25). =1. 
10. Išspręskite nelygybę: 
x! -1«3. 


11. Krepšinio varžybose įvyko 21 rungtynės. Kiekviena komanda žaidė su kita 
tik vieną kartą. Kiek komandų dalyvavo varžybose? 

12. Trijų vienas po kito einančių lyginių skaičių kvadratų suma lygi 200. Raskite 
tuos skaičius. 

13. Iškilasis daugiakampis turi 4850 įstrižainių. Kiek kraštinių turi tas daugia- 
kampis? 

14. Prekės kaina iš pradžių sumažinta 40 %, vėliau — 60 %, o po kurio laiko ji 
padidinta 50 96. Kaip pasikeitė prekės kaina, palyginti su pradine? Keliais procentais 
ji pasikeitė? 

15. Stačiakampis sklypas, kurio plotas 81 m?, aptvertas 60 m ilgio tvora. Raskite 
sklypo matmenis. 
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5. SEKOS. ARITMETINĖ IR GEOMETRINĖ PROGRESIJA 


Sekos reiškiamos trimis būdais: 
1) analiziniu — seka apibrėžiama jos n-tojo nario formule, pavyzdžiui, 


a, =— arba a, = 3n + 2; 
n+1 
2) rekurenčiuoju — kiekvienas sekos narys, pradedant nuo tam tikro, 
išreiškiamas pirmesniaisiais nariais, pavyzdžiui, a,=2, a,,,=a,+2 arba 
a,=20, a. = 3a, + 1; 


3) žodiniu — seka apibrėžiama žodine taisykle. 


Seka gali būti didėjančioji (a, . , > a,), mažėjančioji (a, - <a,), pastovioji 
(a,,,=4,) ir nei didėjančioji, nei mažėjančioji, nei pastovioji. 


Aritmetinė progresija Geometrinė progresija 
n-tojo nario a, =a +da(n-1) b =bg" 
formulė 


Pirmųjų n narių 
sumos formulė 


Nykstamosios geometrinės progresijos (b,) narių suma 


s= kai |g|<1. 


Progresijų savybės: 
1) bet kuris aritmetinės progresijos narys (išskyrus pirmąjį ir paskutinįjį) 
yra gretimų jo narių aritmetinis vidurkis: 


lna Fany 
n^ 2 , 
pavyzdžiui, 
-5 -5 1 @ @ 0056 (9; @; @; os 34; 
 — >= ——À 
„„4+10 n- 19125 
2 2 


2) baigtinės aritmetinės progresijos dviejų narių, vienodai nutolusių nuo 
pradžios ir pabaigos, suma lygi kraštinių narių sumai, Sp 


10| + |11| + |12| + |13 Ei dech 
B: 8): [B] : (9 zz B]: — 
110 110 110 110 
3) bet kuris baigtinės geometrinės progresijos, "o i$ teigiamųjų 


skaičių, narys (išskyrus pirmąjį ir paskutinįjį) yra gretimų jo narių geometrinis 
vidurkis: 
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pavyzdžiui, 


: 


25 3 
4 N28 


1 pavyzdys. Aritmetinés progresijos $,,—5,,— 28, a, ,, 2 a, 4. Ras- 


kime o. 


Sprendimas. $,-4a,*0,*..tG,, S.,=a +a,+..+a 


todėl a,, = 28. Kadangi a,,,=a,+4, tai d=4 (a 
+ 12d, 28 =a, + 48, a, =-20. 


2 pavyzdys. Išspręskime lygtį x xAÍx... 216. 


1 1 1 
Sprendimas. xVx4/x...=x-x2-x*..=x ?^^ =x ? =x. Vadinasi, lyg- 


12? fk 
-a,-d). Tada a, =a, + 


n+1 


tis x/x4/x...=16 yra ekvivalenti lygčiai x? = 16. Iš čia x = +4. Reikšmė —4 ne- 
tinka, nes turi būti x 2 0, todėl sprendinys yra x = 4. 


3 pavyzdys. Lygiakraščio trikampio kraštinių, kurių ilgis a, vidurio 
taškai yra antro trikampio viršūnės, šio trikampio kraštinių vidurio taš- 
kai — trečio trikampio viršūnės ir t. t. Apskaičiuokime visų trikampių 
plotų sumą. 


Sprendimas. Kiekvieno trikampio plotas 
keturis kartus mažesnis už pirmesnio trikampio 
plotą. Taigi trikampių plotų seka yra nykstamoji 
geometrinė progresija, kurios pirmasis narys 


a^ 3 


, O vardiklis d Todėl 


a^ d3 


4 pavyzdys. Begalinę periodinę dešimtainę trupmena 0,2(54) pavers- 
kime paprastąja trupmena. 


Sprendimas.  0,2(54) = 0,2545454... = 0,2 + 0,054 + 0,00054 +... = 0,2 + 


+0,054(1 + 0,01 + 0,0001 +...) = EE 


ER 


UŽDAVINIAI 


5.1. Aritmetinės progresijos 100-tasis narys lygus 200, 104-tasis — 216. Apskai- 
čiuokite pirmųjų šimto narių sumą. 
5.2. Išreikškite sandaugą 9° - 999. ... . 999 . 99? laipsniu. 


5.3. Apskaičiuokite: 
1 1 1 
1+— | 1+ p- 1+——> |. 
| Al e | | 


TE : T NAE š z T 
5.4. Įrodykite, jog tada, kai skaičiai —, — ir i sudaro aritmetine progresija, 
n P 


teisinga lygybė mn + np + mp = 3mp. 
1g10 1 Ine 
log; 27 log, 27 log, 2 


5.5. Įrodykite, kad skaičiai 
5.6. Įrodykite, kad: 


sudaro aritmetinę progresiją. 


66...6 + 88..8 = 44..4. 
— —V 


33-šešetai 33-aštuonetai 66-ketvertai 


SU-I. SEKOS. ARITMETINĖ IR GEOMETRINĖ PROGRESIJA 


1. Skaičiai 2; x; -2 yra aritmetinės progresijos nariai, o 16; 1; y — geometrinės 
progresijos nariai. Skaičių x, y aritmetinis vidurkis lygus: 


1 1 1 1 
A 167 B 327 C 8) D T 
2. f(n) = 10n - 20. Suma f(10) + f(11) +... + f(20) lygi: 
A 1410; B 1430; C 1420; D 1440. 


3. Dvi priešingos kvadrato kraštinės sutrumpintos 25 96, o kitos dvi pailgintos 
25 %. Gauto stačiakampio ir kvadrato plotų santykis lygus: 


A 0,9375; B 0,9325; C 0,9475; D 0,9425. 
4. Kiek procentų sumažės kubo tūris, briauną sutrumpinus 10 96? 
A 27,3 95; B 27,1 4; C 27,9 4; D 27,5 4. 


5. Aritmetinės progresijos pirmojo ir septintojo narių suma lygi didžiausiai 
kvadratinio trinario -2x* + 4x + 6 reikšmei. Apskaičiuokite šios aritmetinės progre- 
sijos pirmųjų septynių narių sumą. 

6. Apskaičiuokite: 

1000? — 950? + 900? — 8502 +... + 100? - 502. 
7. Išreikškite sandaugą 5? . 54. 58. ... . 51024 laipsniu. 
8. Išreikškite paprastąja trupmena skaičių: 

a)0(7; b) 3(45) — c) 0,2(75). 

9. Kūnas per antrąją sekundę laisvai nukrito 14,7 m, o per kiekvieną tolesnę — 
9,8 m daugiau negu per praėjusią. Apskaičiuokite: 

a) kokį atstumą laisvai nukris kūnas per 5 s? 
b) kiek sekundžių kūnas kris iš 176,4 m aukščio? 


10. Įrenginys kainavo 40 000 Lt. Per ketverius metus jo vidutinė amortizacija 
buvo 20 %, 10 %, 20 % ir 10 %. Kokia įrenginio kaina po ketverių metų? 
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11. Iš skritulių sudaroma figūrų seka, kurios trys pirmieji nariai pateikti paveiks- 
le. Kiek skritulių bus šios sekos 10-tajame naryje? 


12. Apskaičiuokite sumą: 
EE ET S5..5.. 
ee 


55-penketai 


13. f(1) = 11, f(2)=22. Kai natūralusis skaičius n > 2, tai f(n) = f(n - 2) + (-1)" x 


x : = . Apskaičiuokite f(4) — f(3). 


SU-Il. SEKOS. ARITMETINĖ IR GEOMETRINĖ PROGRESIJA 


1. Seka (x,) išreikšta formule x, = 4n + 2. Pirmųjų dešimties jos narių suma lygi: 
A 240; B 200; € 220; D 180; E 320. 


2. Jei (a,) — aritmetinė progresija ir a, = 10, tai suma a, + a, +... +a, +a, 
lygi: 
A 40; B 50; C 60; D 70; E 80. 
3. Aritmetinės progresijos —12; —8; —4; ... narių, didesnių už 0, bet mažesnių už 
100, suma lygi: 


A 1000; B 1100; C 1200; D 1300; E 1400. 
4. Sandauga 5 . 55. 55 . ... 5355 lygi: 
A 52926 B 53923: [ 52920; D 529225 E 53906. 


5. Teigiamieji skaičiai 1; 0,25; x sudaro geometrinę progresiją, o 0,01; y; 0,99 — 
aritmetinę progresiją. Apskaičiuokite reiškinio Jx+y reikšmę. 

6. Trys skaičiai, kurių trečiasis lygus 25, sudaro geometrinę progresiją. Jeigu 
vietoj 25 paimsime 9, tai šie trys skaičiai sudarys aritmetinę progresiją. Apskai- 
čiuokite didėjančios geometrinės progresijos penktąjį narį. 

7. Raskite aritmetinės progresijos 777; 770; ...; 77 narių sumą. 

8. Bėgikas per pirmą minutę nubėgo 350 m, o per kiekvieną tolesnę minutę — 
10 m mažiau negu per praėjusią. Kokį atstumą jis nubėgo per 10 minučių? 

9. Automobilis įsigytas už 75 000 Lt. Kasmet jo vertė sumažėja vidutiniškai 
20 %. Po kelerių metų automobilio vertė bus 48 000 Lt? 


10. Apskaičiuokite: 
1 1 1 
1+-|1+— Made |: 
5 5 5 


11. Lygiakraščio trikampio metalinė plokštelė, kurios kraštinės ilgis 51 cm, pada- 
lyta į lygiakraščius trikampius, kurių kiekvieno kraštinės ilgis lygus 3 cm, ir jų cent- 
ruose išgręžtos kiaurymės. Kiek kiaurymių plokštelėje? 
= % keN. Apskai- 


12. Seka (a,) apibrėžta rekurentiškai a, 22, a,=3 ir a,, P 
k 


čiuokite ketvirtąjį sekos narį. 


2 


13. Apskaičiuokite geometrinės progresijos penktąjį narį, jei devynių pirmųjų 
narių sandauga lygi 512. 
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6. VEKTORIAI. KOORDINACIU METODAS. JO TAIKYMO 


PAVYZDŽIAI 


° Vektorius. Pagrindinės sąvokos 


Dydžiai, kurie apibūdinami skaičiumi ir kryptimi, yra vektoriniai dydžiai. 
Vektorinių dydžių pavyzdžiai: jėga, greitis, pagreitis ir kt. 

Sprendžiant uždavinius būtina žinoti sąlygas, kada du nenuliniai vektoriai 
yra lygūs, kolinearūs, komplanarūs, vektorių sudėties, dviejų vektorių skir- 
tumo, vektoriaus dauginimo iš skaičiaus taisykles. 

Pateikiame veiksmų su vektoriais taisyklių geometrinę iliustraciją. 


I. Vektorių sudėtis 


a) 


Daugiakampio taisyklė 


II. Dviejų vektorių skirtumas 


a) 


EW Ž 


D, 


D 
DL e ol 
EN 
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d) a j 
— b SE? 
a +b 
— 
a b 
e) a 
2 b 


Kolineariųjų vektorių suma 


D). -b b 


III. Nenulinio vektoriaus daugybos iš skaičiaus pavyzdžiai 


Įsiminkite: 

1. Nenulinio vektoriaus AB ilgiu vadinamas atkarpos AB ilgis. Vektoriaus 
AB (vektoriaus à ) ilgis žymimas taip: 

AB (la]). Nulinio vektoriaus ilgis lygus nuliui. 

2. Kolineariaisiais vektoriais vadinami du nenuliniai vektoriai, kurie yra 
vienoje tiesėje arba lygiagrečiose tiesėse. 

3. Vienakrypčiai vektoriai, kurių ilgiai lygūs, vadinami lygiais vektoriais, t. y. 

ū=b, kai a TT b ir |a|- |]. 

4. Komplanariaisiais vadinami vektoriai, kurie atidėti nuo vieno taško, 

yra vienoje plokštumoje (ir nėra kolinearūs). 


5. Bet kuris plokštumos (erdvės) vektorius € vieninteliu būdu išreiškiamas 
dviem nekolineariaisiais (trimis nekomplanariaisiais) vektoriais taip: 


ë=x-á+y:b (ë=x-ë+y-b+z-ë) 


Sprendžiant uždavinius, skaičių plokštumoje (erdvėje) dažnai tenka žymėti 
taškus pagal nurodytas jų koordinates, ieškoti vektoriaus koordinačių, atstu- 
mo tarp dviejų taškų, per juos brėžti tiesę (ar kurią nors kitą kreivę), rašyti 
jos lygtį ir t. t. 

+ Vektoriaus koordinačių, atstumo tarp dviejų taškų radimo formulės 


OAlx;; yi} OBÍx,; y; OA[x t yi zah OB{x;; y>; z}; 
AB[x, -x ya — 1; AB[x, 5 - y; z ^A] 
[AB|- AB = [AB|- AB = 


2. 2 
, . 


= Q5 7x) +(y;- y) 


y 
B(x;; y;) —1X» 


| 
| 
| 
| 
| 
| = (5-4) +(y,-y) +(z-z) 
| 
| 
| 
| 
| 
| 


BG; Yai Z) & 
| i 


x 


AEA 


| 
Yı [igeseesccecmu eere A(x,; yi) | 
| 
| 
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+ Skaliarinė vektorių sandauga 
Skaliarinė dviejų vektorių sandauga — tai tų vektorių ilgių ir kampo tarp 
jų kosinuso sandauga: " , 
ū-b=ū b cosq. 


Kai ūlx;; yi}, AA arba aíx,; yz}, bx 3i Z, F, tai: 


a b = XX + y, y> d bett + y, y> + ZZ, 


XX, + yy X X; + Yi y2 + ZZ 


2 2 2 7? 2 2 2 2 2 2“ 
dir +, AX +> al +y +Z x ty) tz; 


Vektoriaus ir jo paties skaliarinė sandauga lygi jo ilgio kvadratui: 


cosọ= cos = 


| 

| 

| 

| 
ū-ū=|ū|-|ū|-cos0' = a°. 

Vienas kitam statmenų vektorių skaliarinė sandauga lygi nuliui, t. y. 


kai à Lb, tai ū-b=|ū|-|b|-c0s90' = (), 


Įsiminkite. Vektoriai ūfx,; y, bix,;y,] (apu: vi a) AES AEAN] 
yra statmeni, kai 


xx, +y y, = 0 (xx, +y y, + z z, = 0); 
kolinearus, kai 
5h [Aa AA 
» y» Ë » < | 
+ Apskritimo ir sferos lygtys 
x2 + y2 = ki, Ey + z2 = R, 
kai apskritimo centras yra taškas | kai sferos centras yra taškas C(0; 0; 0), 
C(0; 0), o spindulys lygus R; | o spindulys lygus R; 
(x — x)? + (y — y)? = R°, | &-x)*6-»)*G-z)-R, 


kai apskritimo centras yra taškas | kai sferos centras yra taškas C(x yo 
C(x,; Ya), O spindulys lygus R; | Z), O spindulys lygus R. 


+ Taikymo pavyzdžiai 


1 pavyzdys. Duoti taškai A(-2; 0), (x * 2)* y = 20 


B(0; 4). Parašykime per šiuos taškus ei- 
nančios tiesės, parabolės ir apskritimo lygtis. 


Sprendimas. Tiesės, einančios per tuos 
taškus, lygtis: 
y=2x + 4; 
parabolės, kuri eina per tuos taškus ir kurios 
viršūnė yra taškas B, lygtis: 


y=-x+4 


y = —2 + 4; 
apskritimo, kuris nubrėžtas per tašką B ir kurio centras yra taškas A, lygtis: 
(x + 2)2 +y2 = 20. 
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2 pavyzdys. Raskime mažiausią ir didžiausią funkcijos f(x) = sin x + 


+ cos x reikšmę. 


Sprendimas. Sakykime, á[1; 1}, b [sin x; cosx|. Tada ū-b=sinx+c0s x. 
Kadangi (a b) « d? .b?, tai (sin x + cos x)? < (v2) (sin? x + cos? x) = LÉI. 
Iš čia —/2 <sinx+c0sx</2. Vadinasi, mažiausia funkcijos f(x) -sin x + 


+ cos x reikšmė lygi —/2, o didžiausia — V2. 


3 pavyzdys. Kubą ABCDA,B,C,D,, 
kurio briaunos ilgis 4 cm, kirsdami plokš- 
tuma, einančia per viršūnes C ir A, bei 
briaunų AD ir B,C, vidurio taškus M ir 
N, gauname keturkampį MA NC. Apskai- 
čiuokime keturkampio MA NC: 


a) kampo A,MC kosinusą; 
b) plotą. 
Sprendimas. a) Pasirenkame koor- 


dinačių sistemą Dxyz. Tada M(2; 0; 0), C(0; 
4; 0), A,(4; 0; 4), MC (-2; 4; 0), MA, (2; 


0; 4), [MC|= 2.5, MA,|= 2/5. Dabar rasime kampo A,MC kosinusą: 
—-4+0+0 1 
cos ZA, MC = ———=--. 
245.245 5 


b) Keturkampis MA,NC — lygiagretainis, todėl 


4 pavyzdys. Keturkampis ABCD yra kvadratas, kurio krastiné yra 4 cm 
ilgio, o AO = OB. Koordinačių metodu apskaičiuokime I, II, III ir IV 
figūros plotą S, Sip S 


IP “ III 


ir S Nm 


2 
3 
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Sprendimas. Pasirenkame stačiakampę koordinačių sistemą Oxy. Tada 
tiesės OC lygtis yra y = 2x, o tiesės BD — y =— + 2. Randame tiesių y = 2x ir 


y=— + 2 sankirtos taško M koordinates: 2x = —1+2,3x=2, x = z: y= Xx, y= E 


Apskaičiuojame kiekvienos figūros plotą: 


4 4 1 
S.==-2-—=-—(cm2 ); S =>: 4 
I 3 3 (em ) "75 | 
Sn CZ 
UŽDAVINIAI 
6.1. Žinodami pažymėtų taškų A, B, C, D ir 


E koordinates: 


6.2. 


6.3. 


AQ; 4) 


a) įrodykite, kad trikampis ABE (DCE) 
yra lygiašonis; 

b) įrodykite, kad taškai A, D ir E (B, C 
ir E) yra vienoje tiesėje; 

c) įrodykite, kad trapecija ABCD yra 
lygiašonė; 

d) parašykite trikampio DCE (ABE) 
pusiaukraštinių lygtis. 

Remdamiesi scheminiu parabolės grafiku: 
a) parašykite tos parabolės lygtį; 

b) parašykite tiesės, nubrėžtos per taš- 
kus A ir B, lygtį; 

c) raskite kampo tarp abscisių ašies ir 
tiesės AB kosinusą; 

d) parašykite apskritimo, kurio centras yra 
taškas A ir kuris eina per tašką B, lygtį; 

e) raskite nubrėžto apskritimo ir koordinačių 
ašių sankirtos taškų koordinates. 
Koordinačių sistemoje Oxy pažymėti taškai 
ir B(-2; -8). Remdamiesi jų duomenimis: 
a) parašykite parabolės, nubrėžtos per taškus 
A ir B bei simetriškos tiesės x =-1 atžvilgiu, 
lygtį; 


A(-2; 0) 


3 


e E (2; 2) 


0 C (1; 0) < 


b) raskite taškų, kuriuose ši parabolė kerta abscisiu ašį, ir parabolės viršūnės 


koordinates; 
c) nubraižykite scheminį parabolės grafiką; 


d) parašykite apskritimo, kurio centras yra taškas A ir kuris nubrėžtas per 


tašką B, lygtį. 


6.4. Stačiakampio gretasienio ABCDA B C D, matmenys yra 4 x 4 x 6. Ši greta- 
sien) kertant plokštuma, einančia per viršūnes C ir A, bei briaunų AD ir B C, vidurio 
taškus E ir F, gaunamas keturkampis EA,FC. Apskaičiuokite: 
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a) jo kampų kosinusus bei sinusus; 
b) jo perimetrą bei plotą. 


6.5. Lygiakraščio trikampio ABC kraštinės ilgis lygus 4. Apskaičiuokite vektorių 
skaliarinę sandaugą: 


a) AB. BC; b) (4B « AC): BÀ; c) (AB+ AC)( 4B - AC). 
66. Apskaičiuokite (a +b) -(2-b) , kai |ž|=|6|= 22, (a; b)= 45". 
6.7. Vektoriai à, b, ë poromis statmeni. Apskaičiuokite: 

a) (a +2b)(a —c), kai |a| 2 2; b) (5a -2b)(z - /2a), kai Ja| - v2. 


6.8. Raskite vektoriaus à koordinates, kai |ū|=3 ir x=y =z. 


6.9. Kokia turi būti x reikšmė, kad vektoriai būtų vienas kitam statmeni: 


a) ū(3;-2; 4} ir b Ix; 4; 31; b) ū(x; x; 4} ir b fl; x;-3]. 
6.10. Kokios turi būti x ir y reikšmės, kad vektoriai būtų kolinearūs: 
a) ā{x; 2; 1} ir b(2; 4; y}; b) ū (x; 4; 2) ir b(2; 4; y]. 


6.11. Įrodykite, kad kampas tarp vektorių ū(-1; 2; —1} ir b (2; 1; 2) bukasis. 
6.12. Įrodykite, kad kampas tarp vektorių ū(1; 2; 1} ir b (2; 1; 2} smailusis. 
6.13. Remdamiesi vektorių teorija įrodykite: 


a) Pitagoro teoremą; 
b) kad trikampio ABC pusiaukraštinės m, ilgis skaičiuojamas pagal formule: 


; _ AC + AB" +2AC- ABcos A 


Í 4 
SU-I. VEKTORIAI. KOORDINAČIŲ METODAS 


. X. Taškas O yra lygiagretainio ABCD įstrižainių susikirtimo taškas. Lygybė 
OA=x-AC teisinga, kai x lygus: 
A -0,5; B 2; C -2; D 0,5. 
2. Kai lygiakraščio trikampio ABC kraštinės ilgis lygus 3, tai skaliarinė sandauga 
(AB+ AC)(AB- AC) lygi: 


3; B 9; C 1; D 0. 
3. Kampas tarp vektorių à [4; 0; 4} ir b(4; 4; 0} lygus: 
A 305; B 90°; C 45“; D 60“. 
4. Duoti vektoriai à(2; - 2], b (2; 2}. Vektoriaus € =24+2b ilgis lygus: 
A 4; B 8; C 2: D 16. 
5. Vektoriai à(3; 2; 1} ir b{x; 2; 3} statmeni, kai x lygus: 
1 1 1 1 
A 221 B "Si C 3 D v 
6. Vektoriai à (m; 2; 6) ir b [4; 4; n] kolinearüs, kai m ir n atitinkamai lygūs: 
A 2ir 12; B 12ir 2; C 


C 2ir 6; D 6 ir 2. 
7. Taisyklingojo trikampio ABC kraštinėse, kurių ilgis — 
4 cm, pažymėti vektoriai à, b ir kraštinių AC, BC vidurio 
taškai M, N (žr. pav.). Atlikite: 
a) vektorius AM ir BN išreikškite vektoriais à ir b; 
b) apskaičiuokite skaliarinę sandaugą OM -ON. 


8. Kubo briaunose, kurių ilgis lygus 10 cm, pažymėti vektoriai à, b, ë ir briaunų 
BC, CC, AD, vidurio taškai M, N, P (žr. pav.). Atlikite: 


a) vektorius AM, AN, AP išreikškite vektoriais à, b, e 
b) apskaičiuokite skaliarines sandaugas AM - AD, (AM +AP)-€ : 


9. Keturkampis ABCD — rombas. Remdamiesi paveikslu, apskaičiuokite 


cos(DA, DC). 


B C 


10. Remdamiesi vektorių teorija, įrodykite trikampio vidurio linijos teoremą. 


SU-II. VEKTORIAI. KOORDINACIU METODAS 


1. Trikampio, kurio viršūnės yra A(2; 1), B(1; 2), C(-4; 1), plotas lygus: 
A 3; B 6; € 5; D v5; E 46. 
2. Kai taisyklingojo šešiakampio ABCDEF kraštinės ilgis lygus vienetui, tai vekto- 
riaus á= AB+ AC+ AD+ AE + AF ilgis lygus: 
A 7; B 6; (C 5; D 4; E 3. 
3. Kampas tarp vektorių 812; 0; 2} ir b (2; 2; 0} lygus: 
A 180“; B 150°; C 120°; D 90°; E 60°. 
4. Vektoriai a(2; 2; n} ir bim; 1; 3} kolinearüs, kai m ir n atitinkamai lygūs: 
A lir 6; B 2ir4; C 4ir2; D 6ir 1; E 3 ir 6. 
5. Taškais A(2; 4), B(-2; -4), C(-2; 4), D(2; -4) apibrėžti vektoriai AB, AC, 
BC ir kt. Nurodykite mažiausio ilgio vektorių: 
A AB; B AD; C BC; D BD; E AC. 


6. Vektorių (4B-CB)+CD+(DE - AE) suma lygi: 
A O; B 2AB; C 2AC; D 2BC; E 2EF. 

7. Taisyklingojo šešiakampio ABCDEF kraštinės ilgis lygus 2. Apskaičiuokite 
skaliarinę sandaugą AF - AC. 

8. Stačiakampėje koordinačių sistemoje pažymėti taškai A(2; 4), B(4; 2), C(-1; -1). 
Atlikite: 

a) įrodykite, kad trikampis ABC — lygiašonis; 

b) apskaičiuokite CA. CB; 

c) raskite taškus, kuriuose tiesė CB kerta koordinačių ašis. 
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9. Kubo briaunose, kurių ilgis lygus 2 cm, pažymėti vektoriai à, b, ë ir briaunų 
DC, CC,, C D, vidurio taškai M, N, P (Zr. pav.). Atlikite: 
a) vektorius AM, AN, AP išreikškite vektoriais ā, b, e 
b) apskaičiuokite skaliarines sandaugas AM ` AP, AN: AP. 
10. Keturkampis ABCD — rombas. Remdamiesi paveikslu: 
a) parašykite tiesių AB ir BC lygtis; 
b) raskite kampo kosinusą tarp vektorių AD ir AB. 


y 
4D 
A C 
> 
-4 x 
-1 B 


11. Remdamiesi vektorių teorija, įrodykite, kad trikampio ABC pusiaukraštinės 
m, ilgis skaičiuojamas pagal formulę: 


m, 2 0,5J BC? + AB! +2BC - ABcos B. 


7. FUNKCIJA. FUNKCIJOS SAVYBĖS. 
FUNKCIJŲ PAVYZDZIAI IR JU GRAFIKAI 


7.1. FUNKCIJA. FUNKCIJOS SAVYBĖS 


Skaitine funkcija vadinama atitiktis, kuri kiekvienam aibės X elementui x 
priskiria tik vieną aibės Y elementą y. Aibė X — funkcijos apibrėžimo sritis 
(žymima D(y)); ją sudaro visos reikšmės, kurias gali įgyti nepriklausomasis 
kintamasis (t. y. argumentas x). 

Skaičių x ir y atitiktį užrašome taip: y = f(x). Vietoj f galima vartoti bet 
kurią kitą raidę. Pasirinktą x reikšmę atitinkanti y reikšmė vadinama funkcijos 
reikšme. Visų funkcijos reikšmių aibė Y — funkcijos reikšmių sritis (kitimo 
sritis, žymima E(y)). 

+ Funkcijos reiškimo būdai 

Funkcija paprastai reiškiama šiais būdais: 

1) formule, pavyzdžiui: 

+=24, f(x) 235; y= 100, fal, 
2) lentele, kaip antai: 


EAEEESENESES 
PSESESESECIETI 
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3) grafiku, pavyzdžiui: 


4) žodžiais, pavyzdžiui, kai x yra teigiamasis skaičius, y lygus -3, kai x — 
neigiamasis skaičius, y lygus 3, o kai x lygus nuliui, y taip pat lygus nuliui. 


+ Funkcijos monotoniškumas. Ekstremumai 


Didėjančios ir mažėjančios tam tikrame intervale funkcijos vadinamos 
monotoninėmis funkcijomis tame intervale, o pats intervalas — monotonišku- 
mo intervalu. Maksimumo ir minimumo taškai vadinami funkcijos ekstremu- 
mo taškais, o funkcijos reikšmės tuose taškuose — funkcijos ekstremumais. 

+ Lyginės ir nelyginės funkcijos 

Lygine vadinama funkcija f(x), kurios apibrėžimo sritis yra simetriška 
koordinačių pradžios taško atžvilgiu, be to, su kiekviena x reikšme iš apibrė- 
žimo srities yra teisinga lygybė f(-x) = f(x). 

Lyginės funkcijos grafikas yra simetriškas ordinačių ašies (ašies Oy) atžvilgiu. 

Nelygine vadinama funkcija f(x), kurios apibrėžimo sritis yra simetriška 
koordinačių pradžios taško atžvilgiu, be to, su kiekviena x reikšme iš apibrė- 
žimo srities yra teisinga lygybė f(-x) = f(x). 

Nelyginės funkcijos grafikas yra simetriškas koordinačių pradžios taško 
atžvilgiu. 

+ Funkcijų periodiškumas 


Periodine vadinama funkcija f(x), kai jos apibrėžimo sričiai kartu su x 
priklauso skaičiai x + T(T z 0) ir, be to, teisinga lygybė f(x) = f(x + T). 

Trigonometrinės funkcijos yra periodinės. Sinuso ir kosinuso mažiausias 
teigiamas periodas yra 2n, tangento ir kotangento — m. 

Kai f(x) = sin (kx + b), f(x) = cos (kx + b), tai mažiausias teigiamas perio- 


das test kai f(x) = tg (kx + b), f(x) = ctg (kx + b), tai r= 


Pavyzdžiui, funkcijos y = als + 2 mažiausias teigiamas periodas 


T = T = 5 „funkcijos y = GE — periodas T = 


N 


T 8n. 


85 
4 
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° Atvirkštinė funkcija 

Viena kitai atvirkštinėmis funkcijomis vadinamos funkcijos f(x) ir g(x), 
kurių D(f) = E(g), Ef) = D(g) ir y, f(x,) S*,= g(y,) su visomis x, e D(f) ir 
Y, € D(g). 

Savybės 

1. Kai f(x) — didėjančioji funkcija, tai g(x) taip pat didėjančioji (kai f(x) 
yra mažėjančioji, tai ir g(x) mažėjančioji funkcija). 

2. Funkcijos ir jai atvirkštinės funkcijos grafikai yra simetriški tiesės y =x 
atžvilgiu. 

Įsidėmėkite: 

1. Kai f(x) =ax2+ bx +c (a € 0), kvadratinis trinaris gali būti išreikštas 
taip: 

f(x) =ax2 + bx +c=a(x-x )(x -x)) 2a(x - m) +n, 

f(x) =x +bx +c = (x-x)(x-x) = x-m) +k. 

Šios išraiškos sėkmingai taikomos braižant parabolės grafiką, išreiškiant 
funkciją formule, kai nubraižytas jos grafikas. 


Pavyzdžiui: 
a) f) ex! -2x-3- (z — 3)G@ + 1) = 
=(x- 1)2- 4. 


A 
CH =X -2x-3 


y-a(x-2y + 4, 
2=a(0-2)2+4; a =-0,5. Iš Gia, 
f(x) =-0,5(x- 2)° + 4. 


Pastaba. Ieškodami taškų, kuriuose funkcijos y = f(x) grafikas kerta Ox 
ašį, sprendžiame lygtį f(x) =0, o ieškodami taškų, kuriuose kerta Oy ašį, 
apskaičiuojame f(0). 


SS Pavyzdžiui, funkcijos f(x) = -0,5(x - 2) +4 grafikas kerta Ox ašį, kai 
-0,5(x — 2)2 + 4 = 0. Šios lygties sprendiniai yra. 2—-242 ir 2+242. Vadinasi, 
funkcijos grafikas kerta Ox ašį taškuose (2 —2./2: 0) : (2 4 V2: 0); funk- 
cijos f(x) 2x? — 2x — 3 grafikas kerta Oy ašį taške (0; -3), nes f(0) = 02 2 x 
x0-3-2-3. ` ER 
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2. a) kai y=Jf(x „tai f(x) > 0. 


Pavyzdžiui: y 242-x >2-x20, x<2; y-2 J-x 2 -x20, x €0; 


i x2 
EE kai x 20, 


—x, kai x<0. 


b) kai ys P (x)= (x) mH x)- E (x), kai f(x )20 


- f(x), kai f(x)« 0. 


. ? 3; 4- x^, kai 4—x* 2 0, 
"eheu Dae eei ias: (da? satt d x! 0 
à ik kai x€ (—%; -2)U(2; e); 
10x-x?, kai x20, 
-10x- x°, kai x «0. 


| 4-x“, kai xe [-2; 2], 


y=10|x|- x 


Pastaba. Grafinis metodas sėkmingai taikomas, nustatant lygties spren- 
dinių skaičių, sprendinių skaičiaus priklausomybę nuo parametro, sprendžiant 
nelygybes. 

1 pavyzdys. Raskime lygties sprendinių skaičių: 
a) |(x-1)(x+3))=4 b) |x-1|(x+3)=-2; — o) (x-1)|x *3| 2-2; 
3n | 


d) dall, kai xe|- 2 2 


Sprendimas 
Taikysime grafinį metodą, t. y. braižysime funkcijų grafikus: 


(x-1)(x+3), kai (x-1)(x+3)20 


-(x-1)(x+3), kai (x-1)(x+3)<0 ir y=4; 


9/6)-«-D6e3)-| 


(x-1)(x+3), kai x-120 | 
b =|x-1[(x+3)= = 
) f(x)=|x-1|(x+3) | (x-1)(x+3), kai x- 1«0' K: 
(x-1)(x+3), kai x+320 , 
) f(x)=(x-1)|x+3| | (x-1)(x+3), kai x+3<0 Sg 
| sinx, kai x20 | 1 3n Sr 
d - € = — = —— = —. 
See, ks kai x«o" 7 j^^ 2 m 2 
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—3, -1 j- 0 I 1 x ' 1 
V i 1 ' 1 
` ' 1 i 1 
N H ` ' f l 
22. UEM A 
N ! ⁄ N 1 o ! 
Nus d. —4 "eS 4 1 
Ats.: trys sprendiniai. y Ats.: vienas sprendinys. 


Paaiškinimas. Pagal 1 pavyzdį, b, darome išvadą: lygtis |x —1|(x +3)= 
=m turi vieną sprendinį, kai m € (—ee; 0)U(4; œ); du sprendinius, kai m = 0 


ir m = 4; tris sprendinius, kai m e (0; 4). 


3 pavyzdys. Grafiškai išspręskime nelygybes: 


a) |x —1|(x +3)<0; b) (x - 1)|x +3|> 0. 


Paaiškinimas. Pagal 1 pavyzdžio, b ir c, darome išvadą: nelygybė 


|x-1[(x+3)<0 teisinga, kai x e Ge -3], nelygybė (x—1)|x +3|>0 teisinga, 
kai xe (1; œ). 
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4 pavyzdys. Su kuriomis m reikšmėmis funkcijos f(x) = mx? + 4x + 6 


(čia m z 0) grafikas yra virš Ox ašies? 


Sprendimas. Funkcijos f(x) = mx? + 4x + 6 grafikas yra virš Ox ašies, kai 


16-24m « 0, m». 


D -4! -24m «0 ir m » 0, d 
m>0, 


m » 0. 


Gavome, kad funkcijos f(x) = mx? + 4x + 6 (m € 0) grafikas yra virš Ox 


ašies, kai me (s-] 


UZDAVINIAI 


7.1. Kurios iš nurodytų funkcijų yra lyginės: 
y=3-x4 — y=sin x+ cos x; y= Vx; y -sin|x 


; y=-cos|x|? 
7.2. Kurių iš nurodytų funkcijų mažiausias teigiamas periodas lygus 4m, kai: 


. i X x : 
y-sin4x; y-cos'x y= sin y = cos? 4 y=sin 2x. 
7.3. Raskite funkcijos apibrėžimo sritį, reikšmių sritį, taškus, kuriuose grafikas 
kerta Ox ašį, taškus, kuriuose grafikas kerta Oy ašį, kai: 


a) y = —2x —x2; b) y2x x-2; c) y 2|x|(x-2). 
7.4. Grafiškai išspręskite nelygybę: 
a) We b) Vx (x*-4)<0; c) Ix >2— x°. 
x 


7.5. Su kuriomis m (m + 0) reikšmėmis nelygybė mx? — 2x + 2m + 1 < 0 teisinga su 
kiekviena x reikšme? 


7.6. Raskite funkcijai atvirkštine funkcija, kai: 
a) y= Vx; tte c) y=log, (x - 2). 


7.2. FUNKCIJŲ PAVYZDŽIAI IR JU GRAFIKAI 


* Tiesioginis proporcingumas ° Atvirkštinis proporcingumas 
y 
y=kx,k<0 
0 
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+ Tiesinės funkcijos 


y=kx+b grafikas 


y 


+ Kvadratinės funkcijos 
y=ax*'+bx +c grafikas 


A 


0 
Us 
D<0 


"v 


a 
D 


+ Laipsninės funkcijos y 2x" (ne N) grafikas 


vi 


+ Funkcijos y=Yx (ne N) grafikas 


y = Vx (n- lyginis) 


a<0 
D-0 
yt 
y = x, keN 
y= denken | N 


=1 


+ Rodiklinės funkcijos y =a* ir logaritminės funkcijos y = log, x grafikai 


y=log,x, 0<a<1 


KA 

! | y -tgxJ 

1 I I 1 l 

1 I I 1 I 

1 I I 1 I 

1 I I 1 I 

1 I I 1 I 

1 I I 1 I 

l I I 1 I 

I I I I [| 

1 1 I 1 I 

l 1 I I 1 

I 1 I 1 1 

I 1 I I 1 
+ + + d + —+ 

2n I-T LE IR/T 3 /2T | 
= r2 0 2 2 NE 

1 I 

1 I I 

1 1 1 

1 I 1 

1 I I 

1 1 I 

1 I I 

1 I 1 

1 I 1 

1 1 1 

1 1 I 

1 1 I 


Rekomendacija. Išmokite greitai bei tiksliai braižyti nesudėtingų funk- 
cijų grafikus. Funkcijos grafikas — puikus „pagalbininkas“ ieškant kai kurių 
uždavinių sprendimo būdo, savikontrolei (sprendžiant lygtis, nelygybes, sis- 
temas, nustatant sprendinių skaičių ir kt.). 
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UŽDAVINIAI 


7.7—7.4 uždaviniuose pateikiame įvairių funkcijų pavyzdžių, kurių grafikus turi- 
te mokėti braižyti. 


7.7. y = 4x, ES y=|x|, y=|4- x]. 
78. y=x2+ 4x «4, y=(x-2)x * 4), y=|x|(x —6), y=x|x-6|, zl -2x|. 


1 1 x+1 1 
mx 


1 1 
13. y= y= geo yu, y=— y= = 
x x x- |x| 


7.10. y= Vx, y=-Vx, y2 4x42, y=Vx-2, y=V4-x+2. 
71. y =, y =x, ys, y = (x-1y, y = Vx, ECO ys. 
7.12. y = sin x, y = cos x, y = tg x, y = sin 2x, y 7 cos7, y 7 |sinx| 
713. y 23, y2 3-1, O yz4", vz II, 


7.14. y=log, x, y=log, x, y log, (2-x), y=log x", y=log; || 
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SU-I. FUNKCIJA. FUNKCIJOS GRAFIKAS IR SAVYBĖS 


1. Kuri kreivė nėra funkcijos grafikas? 


A 
y y 
y y 
1 1 
01234X 0 X e 2 
A B C D 


2. Nurodykite lyginés funkcijos grafika. 


y y y 
1 
0717 x 0 x 
0 x 
A 


B „6 D 


3. Funkcijos f(x)- x^ -J2 x mažiausia reikšmė yra: 


A 2; B 2; C 0,5; D -0,5. 
4. Funkcijos f(x) - -2-242 x- x? didžiausia reikšmė yra: 
A 242; B 0; € 2; D 42. 
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5. Kurios funkcijos šis grafikas? 
A f(x) =x° + 3x + 2; 
B f(x)2-3x-2; 
C f(x) 228 + 3x + 2; 
D f(x) =x° — 3x + 2. 


6. Kurios funkcijos šis grafikas? ' y* 
1 | 
A f(x) 232 ——; | 
4 i 
GEET i ul. 
k Ze 
T 1 ! 
ü Neb ij |o X 
x-1 | 


7. Funkcijų f(x)= reikšmės lygios, kai x lygus: 


42 g(x)- 
x 5 
A 4; B -4; C 2; D 4V2. 


8. Kuri funkcija yra atvirkštinė funkcijai f(x) = 2x - 1? 
A g=; B asini € g(x) 2 -2x + 1; etlech, 
2 2x-1 2 


9. Funkcijos y =ax2 + c grafikas eina per taškus A(1; 2) ir B(3; -6), kai a ir c 
reikšmės yra: 


A -1; -3; B 1; -3; C 3; -1; D -1; 3. 
10. Parašykite formule, pagal kuria randamas plotas, kai: 
a) ) 
^L] G a7 
x-1 As) 
Lygiakraštis Kvadratas Kvadratas Rombas 
trikampis 


11. Yra žinoma, kad f(0) = f(4) TOs 0, f(2) 2 2, f(6) =-2. Nubraižykite funk- 
cijos y = f(x) grafiką intervale [-8; 8], k 
a) y = f(x) — lyginė funkcija; 
b) y = f(x) — nelyginė funkcija; 
c) pagal nubraižytą funkcijos grafiką, nustatykite reikšmių sritį, lygties f(x) = 
=-1 sprendinių skaičių, nelygybės f(x) 2 0 sprendinių aibę. 
12. Nurodykite funkciją y = f(x), kuri: 
a) apibrėžta intervale Lac 
b) apibrėžta intervale [-2; =); 
c) apibrėžta realiųjų skaičių aibėje, išskyrus taškus 0, 1, 2. 
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SU-Il. RODIKLINĖ IR LOGARITMINĖ FUNKCIJOS 


NEESI 

1. Reiškinys [p * (V3 1)(N3 -1) lygus: 

A 1; pib cz} D 9. 

9 9 9 

2. Reiškinys 317-86 Įygųs; 

A 4,5; B 9; C 27: D 6. 

2 log,3 

3. Reiškinys | > Ce z lygus 

A 4; B 5; C 1; D 6. 
4. Nelygybės log, |x| 2 0 sprendinių aibė yra: 


6. 


A (1; 0)U(0; 1); B [-1; 1]; C (-1; 1; D [-1; 0)U(0; 1]. 


. Palyginkite: 


a) (0,2)? ir (0,2); b) (1,2)? ir (1,2)*; c) log,2 ir log, 2. 


3 
Raskite tokią x reikšmę, kad skaičių 2*-!, 2*-* ir 2*7? suma būtų lygi nykstamai 


mažėjančios geometrinės progresijos 6,5; 3,25; 1,625; ... narių sumai. 


7. 


Užvirusio ir auštančio vandens temperatūra T laiko momentu t apskaičiuo- 


jama pagal formulę: 
T(t) =20 + 80-2. Atlikite: 
a) užpildykite lentelę: 


b) pažymėkite lentelės duomenis koordinačių plokštumoje ir gautus taškus 
sujunkite kreive. 


8. Apskaičiuokite: 
n T 21082 10+log; 0,1 

a) log, slog, coss b) SCHT: 

9. Raskite funkcijų y = log, (x + 2) ir y = log, (2 - x) grafikų susikirtimo taško 
koordinates. 

10. Nubraižykite funkcijos grafiką: 

a) y - (V2); b) y=log, (3-x); c)y-23"-1. 
11. Išspręskite lygtį: 

a)0,25 02) i b) 2*.3=576; oi 9-4.3-45; dm 210^. 
12. Išspręskite lygtį: 

a) log, (? — 96) = 2; b) log, (x? - 2x) = log, (4x + 2); 

c) log, x-log, 5 =8; d) log, (2x + 1) -log, x = 2log, (2x + 1); 

e) x!š ° + 9! x = 6; f) x! *'5$* 2 10. 
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13. 


Nustatykite aibę parametro reikšmių, dėl kurių lygties 
x? -2|9-log, k|-x+3|9— log, k|= 


vienas sprendinys didesnis už 3, o kitas mažesnis už 3. 


SU-IIl. TRIGONOMETRINĖS FUNKCIJOS 


k 


SE 0° « t < 90“. Tada cos 2t lygus: 


KC? e 14 c 25. a 119 
169 169 169 169 


. Reiškinys 4 sin 75? cos 75? cos 150? lygus: 


A 0,5; B -0,5; C 0,545; D -0,545. 


. Kurios iš funkcijų mažiausias teigiamasis periodas lygus 31? 


A y=sin 3x; B y=3 cos x; C p=s x; D y=co x. 


. Lygties sin x = 0,8, kai x e [-180“; 270°], sprendinių skaičius lygus: 


A 4; B 3; C 2; D 1. 


. Palyginkite: 


cu. a IU T. T 
a) sin— ir sin =; b) cos— ir sin—. 
4 4 5 5 


. Išdėstykite skaičius didėjimo tvarka: 


sin 75°, sin 270“, sin 165°, sin 2009, sin 720“. 


7. Apskaičiuokite: 

a) sin 240? cos 390? tg 405°; b) E Zeil 
8. Sekos n-tasis narys a, = SP n e N. Apskaičiuokite a,-a,. 
9. Apskaičiuokite T kai tgx = Š 

COS X — sin x 2 

10. Raskite funkcijos apibrėžimo sritį: 

a) y= — b) y= Vsinx. 

Sin x +cos x 

11. Raskite funkcijos reikšmių sritį: 

a) y=-2 sin x; b) y=2+sin x cos x. 
12. Nubraižykite funkcijos grafiką: 

a) y=4 cos x; b) y=-sin|x|; c) y=-|tgx). 
13. Išspręskite lygtį 

a) cos 4x — sin 4x = 0; b) 2 sin x cos x = 0; 

c) sin? 2x - 2 sin x cos x = 1; d) sin 2x cos 2x cos 4x = 0. 
14. Nustatykite, su kuriomis m reikšmėmis lygtis turi sprendinių: 

a) cos x = 1 — m?; b) si? x 2 m? — 1. 
15. Raskite funkcijos y = sin* x — cos! x didžiausią reikšmę. 


8. FUNKCIJOS IŠVESTINĖ 
8.1. IŠVESTINIŲ SKAIČIAVIMAS 


+ Funkcijos tolydumas 
Funkcija f, kurios riba taške x, lygi funkcijos reikšmei tame taške, vadi- 
nama tolydžia taške x,, būtent: 


lim f (x)= f (x). 


Xo 
Funkcija, tolydi kiekviename uždarojo intervalo [a; b] taške, vadinama 
tolydžia tame intervale. 


1 teorema. Funkcijos, reiškiamos daugianariais, yra tolydžios visuose jų 
apibrėžimo srities taškuose. 


Pavyzdžiui, f(x) 2x? - 3x, f(x) =x + 10x — tolydžios, nes yra daugianariai. 


2 teorema. Racionalioji funkcija yra tolydi visuose taškuose, kuriuose ji 
apibrėžta. 


Pavyzdžiui, funkcijos f(x)= _ tolydumo intervalai yra: [0; 2) ir 


x 


(2; œ), nes ji juose apibrėžta. 


+ Išvestinės apibrėžimas 
Funkcijos f(x) išvestine taške x, vadinama funkcijos pokyčio Af(x) = f(x,+ 
+ Ax) - f(x) ir argumento pokyčio Ax santykio riba, kai Ax artėja prie nulio 
(jei ta riba egzistuoja): 
+Ax)- 
f (x)= lim J (x, Ax) (x) 


Ax—0 Ax 


Raskime funkcijos f(x) =x2 išvestine. 


Sprendimas. Pagal išvestinės apibrėžimą, 


. X! +2xAx+(AxX) - X 
lim — 
Ax—0 Ax 


f'(x)- lim 


Ax—0 


Ax) -x! 
(xtA) -x _ = lim (2x + Ax)=2x. 
Ax Ax—0 
Gavome, kad f'(x) - (x ) da 


+ Išvestinių skaičiavimo taisyklės 
Jeigu funkcijos f ir g turi išvestines, tai jų suma, skirtumas, sandauga 
ir dalmuo (kai g z 0) taip pat turi išvestinę ir ji apskaičiuojama taip: 


(f+8) =F +g; (f=g) =f-85 (fg) e Pa fn ER 


(k-f) =k.f', čia k — realusis skaičius. 
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* Kai kurių Em išvestinių skaičiavimo formulės 


Funkcijos 
J nx"-i COS X | —sin x 
išvestinė cos? x es 


Sudėtinės funkcijos f(x) = g(h(x)) išvestinė apskaičiuojama pagal formulę: 


f (x)= g,- h- 


1 pavyzdys. Apskaičiuokime funkcijų f(x) išvestines, kai: 


a) f(x)=(* aaa). ;  b)fe)-si2x _ c) f(x)=e?" +x. 


Sprendimas: a) f'(x)- 6(x BEI (x? -3x) =18 (x -1)(? -3x); 
b) f'(x) 22sin2x(sin2x) NAMQUE 
24x 
j 2x ? 1 Jk. 2 € 2 
=e (24x + Aš LŽ 150.0 REA 
dE 
Rekomendacijos. 1. Įsiminkite, kad c'=0, x'=1, (Vx) =—. 
2. Jei yra galimybė, prieš skaičiuodami funkcijos išvestinę, suprastinkite 
funkcijos išraišką. 


2 pavyzdys. Raskime funkcijos išvestinę, kai: 
„X 


a) f(a)= (x -4x si - 44x); b) f(x) cos! 2- -sin 4 


Sprendimas 


a) f'(x)=(( -x)(x e) ef - (09) ) = (+* -16x) =4x° -16. 


, 


b) f'(x)=| cost Ž-sin* Ž | 2| | co? Z sin? Ž | co? Zu sin? Žž || =|cosŽ | = 
4 4 4 4 4 4 2 
x 


° Funkcijos tyrimas taikant išvestine 

Funkcijos f(x) kitimas tiriamas tokiu nuoseklumu: 
1) randama funkcijos apibrėžimo sritis; 

2) apskaičiuojama funkcijos išvestinė; 

3) sprendžiamos nelygybės f'(x)<0 ir f'(x)>0 


ro "emm 


fe) 
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Funkcijos apibrėžimo srities vidiniai taškai, kuriuose išvestinės reikšmė 
lygi nuliui arba neegzistuoja, vadinami kritiniais taškais. 

Funkcijos f(x) maksimumo ir minimumo taškai bendrai vadinami ekstre- 
mumo taškais. 

Ekstremumų egzistavimas pagal funkcijos išvestinės ženklus: 


+ Didžiausia ir mažiausia funkcijos reikšmė uždarame intervale 


Didžiausia ir mažiausia funkcijos reikšmė uždarame intervale apskaičiuo- 
jama tokiu nuoseklumu: 

1) randame funkcijos kritinius taškus ir iš jų išrenkame tuos, kurie pri- 
klauso nurodytam intervalui; 

2) apskaičiuojame funkcijos reikšmes kritiniuose taškuose bei nurodyto 
intervalo galuose; 

3) iš visų gautų skaičių išrenkame didžiausią ir mažiausią. 


Funkcijos f(x) didžiausia ir mažiausia reikšmė intervale [a; b] užrašoma 
taip: max f (x) ir min f (x). 


3 pavyzdys. Raskime funkcijos f(x) 2 x^(x? - 2) didžiausią ir mažiausią 


reikšmę intervale [-2; 0,5]. 


Sprendimas: 1) p'(x)= [2 (x -2) =(x* -2x° ) =4x* — 4x. 

f'(x) 20, kai 4? — 4x = 0, 4x(x? - 1) = 0. Taškai x = 1, x = 0, x = 1 yra funk- 
cijos f(x) =x2(x2 — 2) kritiniai taškai. I$ ju x 2-1, x= 0 priklauso duotajam 
intervalui; 

2) f(-1) =(-1) - 2-1 --1; (0) 0*-2- 020; (22) 2 (2) -2- (22) - 
= 8; f(0,5) = (0,5)* - 2(-0,5)? = —0,4375; 

3) iš skaičių —1, —0,4375, 0, 8 didžiausias skaičius yra 8, mažiausias yra 
-1, todėl : 

max f (x)- f(-2)=8, min f(x)» f (-1) 21. 


[-2; 0,5] 


8.2. IŠVESTINĖS TAIKYMAS 


° Greitis ir pagreitis 
Kai s =s(t) (judėjimo dėsnis), tai s'(t) 2 v(t), v (t)=a(t). 


1 pavyzdys. 25 kg masės kūnas juda tiese pagal dėsnį, išreikštą for- 
mule s(t) = 4,5? — 27t + 13 (čia s — kelias metrais, t — laikas sekundėmis). 


2 
Apskaičiuokime to kūno kinetinę energiją | E, SI momentu t = 5 s. 
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Sprendimas. v(t)-s'(r) - (45? -271+13) =9:-27(m/s). v(5)=9x 
x5-27=18(m/s). Tada 
mi 2548 
" 2 


* Liestinés lygtis. Funkcijos grafiko braizymas 


- 4050 (J). 


Funkcijos y = f(x) grafiko liestinės, einančios per tašką MG: f(x,)), lygtis 


ES y=f(x (x-x)+f (x), f (x, )=tgo, 


Kai o = 0°, liestinė yra lygiagreti ašiai Ox. 


2 pavyzdys. Duota funkcija f(x) = (x - 1)? + 1. Atlikime: 
a) parašykime jos grafiko liestinės, einančios per tašką x,= 2, lygtį; 


b) nustatykime, kuriuose taškuose liestinė su ašimi Ox sudaro 0°, 45? 
ir 135? kampus. 


Sprendimas: a) f(x)=2x-2, f'(2)22, f(2)=2. Vadinasi, liestinės 
lygtis yra tokia: y = 2(x — 2) + 2, arba y = 2x - 2; 

b) kadangi f'(x,)- tgo, tai taškus, kuriuose liestinė sudaro su ašimi Ox 
atitinkamus kampus, galime rasti taip: 

2x-2=tg 0°, 2x-2=0,x=1; 

2x-2=tg 45°, 2x-2=1,x=15; 

2x—2 = tg 135°, 2x-2=-1, x = 0,5. 


Sprendimas: a) funkcijos apibrėžimo sritis yra D(y) = Gesi e°), reikšmių 
sritis yra E(y) = Les oe); 


b) f(—) = 2 - 2x? — x = —(x2 + 2x? + x), vadinasi, funkcija yra nei lyginė, nei 
nelyginė; 


c) f(x) = 0, arba x? - 2x? + x = 0, vi 
x(x? — 2x + 1) = 0; i$ čia x= 0, x= 1; 


d) f'(x)23x! -4x+1; f'(x)=0, 
kai 3à- 4x + 1 = 0. 


Išsprendę lygtį, gauname: x = 1, x = e 0 


y: — N _ M + 
1 1 x 
A s A 
Apskaičiuojame funkcijos reikšmes kritiniuose taškuose: f(1) = 0, f E |- z š 


Remdamiesi turimais duomenimis, nubraižome funkcijos f(x) grafika. 
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UŽDAVINIAI 


8.1. Remdamiesi funkcijos f(x) grafiku, nurodykite jos apibrėžimo bei reikšmių 
sritį, lyginumą, reikšmių didėjimo ir mažėjimo intervalus, taip pat intervalus, kuriuo- 


se f(x) > 0, f(x) < 0, f(x) > 1 ir f(x) < 1: 


8.2. Nustatykite šių funkcijų tolydumo intervalus: 


a) f(x)=0,25x*-0,1x; b) idu c) f (x) 2 J-x; 


A 1 
d = e = f Xy m—s 

8.3. Tiesė liečia aech f(x) grafiką mai kurio abscisė yra nurodyta. Para- 
šykite liestinės lygtį, kai: 


a) f(x) = 2x -x*; taško abscisė yra 0, 1 ir 2. 


b) f(x E taško abscisė yra 1 ir -1. 
8.4. Kuriuose o funkcijos f(x) =x*- 2x? grafiko liestinė yra lygiagreti 
su abscisių ašimi? 


8.5. Kuriame taške funkcijos f(x) = (x + 2)? + 4 grafiko liestinė yra lygiagreti su 
abscisių ašimi ir sudaro 135? kampą su teigiamąja ašies Ox kryptimi? 


8.6. Materialusis taškas juda pagal dėsnį, išreikštą lygtimi s(t) = —3⁄2 + 18t + 4, 
kol sustoja. Raskite to taško nueitą kelią. 


8.7. Nustatykite funkcijos f(x) apibrėžimo sritį: 

a) f(x) - 25-x; b) f (x)- Jx - J-x; c) f(x) Li -2x) . 
8.8. Raskite funkcijos išvestinę: 

a) f(x) e (4-225 b) f(x) V4-2x; o) fil, 


8.9. Kuriuose taškuose funkcijos f(x) išvestinė lygi nuliui: 


a) f(x)=cos2x; b) f(x)=2sinxcosx; c) f (x)= cos° x? 
8.10. Raskite funkcijų reikšmių didėjimo ir mažėjimo intervalus: 
a) f (x) - (x-2y - 6; b) g(x)2 x? -3x; c) h(x)=-(1- x°). 
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8.11. Grafiškai nustatykite lygčių sprendinių skaičių: 
a) |x*-4|=2; b) |x? - 4| = |x]; c) |x? - 42 x +4. 
8.12. Nustatykite lygčių sprendinių skaičių, kai: 


a) Ca -3x|=0,5; b) sinx- 2. kai xe É 2 
2 2. 2 
c) |log, x?| 2 1; d) sinxcosx 20,25, kai xe[0; 360] 


8.13. Raskite didžiausią ir mažiausią šių funkcijų reikšmę nurodytame intervale: 


a) f(x)=-x" -2x, kai xe [-2; 4]; b) sioje kai xe [1; 2]; 
x 


c) f (z)= 20sin zem zem, kai *e|-5 gl 


SU-I. FUNKCIJOS IŠVESTINĖ 


1. Funkcijos f(x) = 2x2 — x* išvestinės reikšmė taške J3 lygi: 
A 443 ; B —4/3; C -845; D 845. 


2. Funkcijos y(x)=Ig(x+2)+/2-x apibrėžimo sritis yra: 


A [2; œ); B (—; -2] C (-2; 2]; D (0; 2]. 
3. Lygties x“ -2|x| 20,5 sprendinių skaičius lygus: 
A2 B 4; C 0; D 3. 


4. Funkcijos f(x) = 2x? —x* mažiausia reikšmė intervale [0; 1] lygi: 
A 4; B 2; C -2; D 0. 


5. Kuriuose kreivės g(x) 2 Au" E^ taškuose jos liestinė sudaro su abscisių ašimi 
45? kampą? 
6. Raskite funkcijos išvestinę: 
a) f(x)=x*+517 -6/2x+50/2; b) f(x)=2x7 (x-1)(x+1); 


2 Žali s 2 
c) f(x)=n* +e” —2ex; d) f(x)2e E ) 
x 
7. Taikydami išvestinę, ištirkite šias funkcijas ir nubraižykite ju grafiką: 
1 D 
a x)=—+1; b =—; 
) y( ) x? ) y(x) eil 
c) y(x)=x" +5x; d) y(x)=4- x°. 


8. Kūnas sukasi apie ašį pagal dėsnį, nusakomą lygybe ọ(t) = -2ť + 12t + 7 (rad). 
Apskaičiuokite kūno kampinį greitį laiko momentu t= 2 s. 


9. Kuriuose intervaluose funkcijos y(x) išvestinės reikšmės yra neigiamos: 
a) y()= 2 (2x-4); b) y(x)==3x+sin/3x; c) y(x) 22xe"? 


10. Kurio teigiamojo skaiciaus trigubos sandaugos ir jo kubo skirtumas yra di- 
džiausias? 

11. Apskaičiuokite didžiausio ploto lygiašonės trapecijos pagrindų ilgius, kai jos 
perimetras lygus 24 cm, o smailusis kampas — 30“. 
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12. Nubraižykite scheminį grafiką funkcijos f(x), turinčios keturis kritinius taškus: 
a) kurie nėra ekstremumo taškai; 
b) kurių du — maksimumo ir du — minimumo taškai. 


13. Iš vietovių A ir B, nutolusių viena nuo kitos 100 km, tuo pačiu metu 
nurodytomis kryptimis pradeda važiuoti automobilininkas ir dviratininkas (Zr. pav.). 


Automobilininko greitis 60 m, dviratininko — auf f A B 


Nustatykite: 


a) atstumą tarp automobilininko ir dviratininko 
išreikškite jų važiavimo laiku; 

b) po kiek laiko atstumas tarp ju bus lygus 50 km? 

c) kuriuo momentu atstumas tarp jų bus mažiausias? 


14. Kūgio sudaromoji yra 94/3 cm ilgio, o aukštinė — 
x ilgio. Tai žinodami: 
a) įrodykite, kad kūgio tūris 
V= 3 n(243- ele 


b) apskaičiuokite x reikšmę, su kuria kūgio tūris yra didžiausias. 


SU-II. FUNKCIJOS IŠVESTINĖ 


1. Funkcijos f(x) =x?(1 -x?) išvestinės reikšmė taške JD lygi: 


A-6429; B-42; C 4&2; De: E 22. 
2. Funkcijos y = lg x^ +/4-x" apibrėžimo sritis yra: 
A [0; 2]; B (0;2] C[02) D [-2;2] E [-20)U(0;2]. 


3. Lygties vi - 2x2 = -0,25 sprendinių skaičius lygus: 
A 0; B 1; C 2; D 3; E 4. 
4. Funkcijos f(x) =x* - 27x didžiausia reikšmė intervale |-5 343 ] lygi: 
A 27; B 54; C 0; D 9; E 81. 
5. Kuriuose kreivės f(x) =x - e* taškuose jos liestinė lygiagreti su abscisiu ašimi? 


6. Raskite funkcijos išvestinę: 


a) f(x) = œ - 3x); b) g(x) = (x° - 2)(8 + 2); 
c) f(x) = e"* + sin 4r; d) g(x) = (x + sin x}. 


7. Kuriuose intervaluose funkcijos y(x) išvestinės reikšmės yra teigiamos: 


1 1 
a) yjet- b) y(x) =x- e; c) y - 2sin7 cos7? 

8. Tiesė liečia funkcijos f(x) = 0,25x* grafiką taške, kurio abscisé lygi 1. Para- 
šykite jos lygtį. 

4 
9. Radę funkcijos fe) išvestinę, apskaičiuokite f'(-1)- f (1). 
x 
10. Kurio teigiamojo skaičiaus ir jo kubo skirtumas yra didžiausias? 
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11. Nubraižykite scheminį grafiką funkcijos f(x), turinčios tris kritinius taškus: 
a) kurių du — maksimumo ir vienas — minimumo taškai; 
b) kurių vienas — maksimumo ir du — minimumo taškai. 
12. Į lygiakraštį trikampį, kurio kraštinė lygi 20, įbrėžtas stačiakampis. Raskite 
stačiakampio matmenis, kai jo plotas yra didžiausias. 
13. Trapecijos šoninės kraštinės ir trumpesnysis pagrindas yra 20 cm ilgio. Ap- 
skaičiuokite trapecijos perimetrą, kai jos plotas yra didžiausias. 


9. INTEGRALAS. INTEGRALINIS SKAIČIAVIMAS 
9.1. NEAPIBRĖŽTINIS INTEGRALAS 


Funkcijos išvestinės skaičiavimui atvirkščias veiksmas vadinamas funkcijos 
integravimu. 

Funkcija F(x) vadinama funkcijos f(x) pirmykšte funkcija tam tikrame 
intervale, jei visuose to intervalo taškuose x yra teisinga lygybė: 


F'(x)- f(x). 


Pavyzdžiui, funkcijos f(x) 2x?- sin x intervale (est s») pirmykštė yra 


3 3 é 
F(x)- 7 +cosx +c, nes era ree =x*-sinx, t. y. F'(x)- 
= f(x). 


Norint iš pirmykščių išskirti kurią nors vieną pirmykštę, reikia nurodyti 
tam tikras sąlygas. 


1 pavyzdys. Raskime funkcijos f(x) = sin x + cos x pirmykštę funkciją, 


kurios grafikas eina per tašką M E 1} 


Sprendimas. Funkcijos f(x) = sin x + cos x pirmykštės aibė yra F(x) = 
—-cos x +sin x +c. Kadangi pirmykštės grafikas eina per tašką UE J 


tai 1=-cos%+sin% +c. Iš čia: c = 1. Gavome, kad F(x)=sin x — cos x + 1. 
Funkcijos f(x) pirmykščių funkcijų intervale (a; b) aibė vadinama funkcijos 
f(x) neapibrėžtiniu integralu intervale (a; b) ir žymima: 


Jf (x)dx =[F(x)+c|ce R). 
Pagal apibrėžimą, kai F(x), xe (a; b), yra kurios nors tolydžios funkcijos 
f(x) pirmykštė funkcija intervale (a; b), tai 


IA: =F(x)+c, čia c — bet kuris realusis skaičius. 
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Kai kurių funkcijų integralai 


Savybės: 
Integralai Integralų skaičiavimo pagrindai 

x? x! 

L Jr +c, p*-1 Jada e= +c 
P+1 11 

2. |#=m|dJ+c, xz 0 [|Z ae =2m|d+ c 

x x 
x 20x 20x-1 

3. Jards = c, a» 0, EEN [20 ax- A — +c 

Ina 201n20 In20 


J2x 


J2x e 
e'^dx- +c 
je 
i ; " 1 
[eos xdx — sin xc | cos? Ž sin? Ž dx = [cos xdx =sinx +c 
2 2 
dx T x 
7; =tgx+c, x z(2k+1)-; =4tg ^+ 
Iess ( 5 joz e L 
ke Z 4 


b 


(f (+)+8(x))dx= [o Mes [etos 
f (z)dx = LEE 


Jax -5x')dx- ies ON Cat — x` +c; 
3+1 4+1 | s 3 
ale Var IN ch ge en E E 
2 2 


Je -sin2)dx -Qe —xsin2 +c. 
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UŽDAVINIAI 


9.1. Apskaičiuokite neapibrėžtinius integralus: 


a) pe (X -2)dx; b) IL -x° )dx; c) [(sin6x + cos0,25x)dx; 
d) f(a -e")dx; e) IER dx; f) Ja- x) dx; 
g) f(x -2)ax; h) fex +m )dx; i) [2sin2cos2dx. 
9.2. Pertvarke pointegralinę funkciją, apskaiciuokite neapibrėžtinius integralus: 
x!'-2x,. . DEE 
a) Ier b) Í 2x42x dx; c) Jsi Zdr; 
ideata: iu os A 
d) f(cos x — sin 4x)dx; e) än Zem cos = dr 


9.3. Raskite funkcijos f(x) =e* — 2x pirmykštę funkciją, kurios grafikas eina per 


tašką ub 0) 


9.2. KREIVINĖ TRAPECIJA IR JOS PLOTO APSKAIČIAVIMAS 


Sakykime, kad intervale [a; b] apibrėžta tolydi (nekeičianti ženklo) funk- 
cija y = f(x). Figūra, kurią riboja funkcijos grafikas, aibės Ox intervalas [a; b] 
ir tiesės x= a, x - b vadinami kreivine trapecija 


b b 
Kreivinės trapecijos plotas: S = [f (x)dx =F(x)| =F(b)- F(a). 


Sprendimas. Iš paveikslo duomenų randame funkcijos y = f(x) išraišką: 
f(x) 2a(x- 4)? 4. Kadangi parabolė nubrėžta per tašką O(0; 0), tai 


0-a(0-4) +4, a= - Gavome, kad f(x)= -iG-4y *4. Dabar apskai- 
čiuojame nurodytos figūros plotą: 


EI kl 


6 
sie EE 
š 3 3 33 
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UŽDAVINIAI 


9.4. Apskaičiuokite nuspalvintos figūros plotą: 


9.5. Apskaičiuokite šių kreivių apribotos figūros plotą: 
a) y =Vx y =V-x, y = 1; b)y=1-Vx,y=0,y=x+ 1; 
c)y=2,y=4,x=0; d)y=Inx,y = 0,x = 1,x = e. 


SU-I. INTEGRALAS. INTEGRALINIS SKAIČIAVIMAS 


1. Skaičiaus i artinio 0,66 absoliučioji paklaida lygi: 
1. B 1. 1 1 


= = e Di ie 
180 150 360 99 


2. Funkcijos f (x) 2 sin Ae" +x? pirmykštės funkcijos bendroji išraiška yra 
2 pirmy J y 


tokia: 
4 
A F(x)- lo 3 + a res B F(x)=-2cos2 43e? +3x +c; 
2 2 3 4 2 
4 4 
C Ras Žas T us D Eise Memel A Aer AË Ae 
2 13 4 243 į 


3. Funkcijos f(x) = 4x pirmykštė funkcija, kurios grafikas eina per tašką M(0,5; 3), 
yra tokia: 


A F(x) 2x! c 2,5; B F(x)2x!-2,5; 

C F() 22x + 1,5; D FQ) 22:4 2,5. 

2x! e 43 „Elė Dp" Eich 25 28 
J2 8E 25 J2 ` 

F,(x)=2x7 - 3 — yra funkcijos f (x) 22/2x pirmykštės? 


4. Kurios iš šių funkcijų: F (x) =——— 


A FG) ir FG); B Fœ) ir EG) 
C Fo, Fœ) ir FŒ); D F(x) ir F,(x). 
9 
5. Integralo [34x dx reikšmė lygi: 
1 
A 52; B 54; C 56; D 58. 
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6. Nurodykite teigiamą a reikšmę, su kuria yra teisinga lygybė IP: =2. 
0 


A 2; B 2452; y 
C x D A. Parabolė e 


7. Apskaičiuokite I, II ir III 
figūros plotą. 


8. Apskaičiuokite integralus: ip ; Parabolë 
, 

a) [(x-2x+1)dx; 

b) [2sinxsin4xdx. 


9. Patikrinkite, ar teisinga 
lygybė: 


cos 2x _ COS 18x 
2 18 


[2sin10x cos&x dx =- 


10. Figūrą riboja funkcijos f(x) = 20 cos x grafikas bei tiesės y 20, x=0, x= 
= 0,25. Apskaičiuokite tos figūros plotą. 


SU-II. INTEGRALAS. INTEGRALINIS SKAIČIAVIMAS 


1. Funkcijos f(x) = cos? x pirmykštės funkcijos bendroji išraiška yra tokia: 


A F(x)=Ža+Žsin2rtoi B F(x)- 5-isin2x*c; 


C F(x)=2x-Żsin2x+c; D F(x)=-Żx+Żsin2x+c. 


2. Funkcijos f (x)= : pirmykštė funkcija, kurios grafikas eina per tašką 
c 


p 
T : 
vi o) yra tokia: 


A F(x)=tgx+2; B F(x)-tg x-2; C FG@)=tg x+1; D F(x)-tg x-1. 
1 
3. Integralo f(x -2x+1)dx reikšmė lygi: 
2 = 2 
A LZ B 0; C 2,5; D 2-. 
3 3 
4. Nurodykite visas a reikšmes, su kuriomis yra teisinga lygybė 


2 
2log, E f- log, a)dt. 
0 


A a € (0; œ); B a € (1; œ); C ae (2; œ); D a e (0; 2). 
5. Nurodykite visas a reikšmes, su kuriomis yra teisinga nelygybė 
| e'dx > 2 š 
H 2 
A 2<a<3; B a>In 3; C a»1n 2; D a> ez. 
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6. Apskaičiuokite I, II ir III figūros plotą. 


Parabolė 


| Parabolé 


7. Apskaiciuokite integralus: 


3 2x-1 
nri 1 
a = -3'* dx; b) | ——— az 
IB | ) heces 
8. Patikrinkite, ar teisinga lygybe [sin xsin 4x dx < P DELIS + 


6 10 


9. Apskaičiuokite figūros, kurią riboja funkcijų f (= ir g(x)=7-x gra- 
5 
fikai, plota. 


10. Apskaičiuokite plotą figūros, kurią riboja kreivės y = arccos x, y =0, x= 0, 
x= 0.5. 


10. KOMBINATORIKA 
10.1. KOMBINATORIKA BE FORMULIŲ 


Spręsti kombinatorikos uždavinius sunkiau nei uždavinius pagal žinomą 
algoritmą. Čia svarbu gebėti taikyti kombinatorinę sudėties, daugybos tai- 
syklę pasirinkimo galimybių skaičiui rasti, kai jas sąlygoja: sąryšis „arba“; 
sąryšis „ir“; sąryšių „arba“, „ir“ derinys. 

Pasirinkimo galimybių, sąlygojamų loginio sąryšio „arba“, skaičius ran- 
dame pagal kombinatorinę sudėties taisyklę, sąryšio „ir“ galimybių skaičius — 
pagal kombinatorinę daugybos taisyklę. Apibrėžkime minėtas taisykles. 

Jei elementą (daiktą) galima pasirinkti iš aibės A,, turinčios m, elementų, 
arba iš aibės A. turinčios m, elementų, arba ..., arba iš aibės A p turinčios m, 
elementų, o aibės A, A,, ..., A, kas dvi neturi bendrų elementų, tai elemento 
skirtingo pasirinkimo skaičius: 


m +m, +.. +m, 
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Jei elementą a, galima paimti iš aibės, turinčios m, elementų, ir a, galima 
paimti iš aibės, turinčios m, elementų, ir ... ir a, galima paimti iš aibės, 
turinčios m, elementu, tai skirtingų rinkinių (a,, a,, ..., a,) skaičius lygus: 


m, ` m, : ... M, 
Sudėties, daugybos taisyklės taikomos gana efektyviai, bet yra daug užda- 
vinių, kuriuos sprendžiant nepakanka gebėti taikyti vien tik minėtas taisykles. 


Tai iliustruosime pavyzdžiu. 


1 pavyzdys. Mokykloje yra trys abiturientų klasės 12^, 128, 127, ku- 
riose atitinkamai 24, 26, 30 mokinių. Kiek galimybių parinkti: 
a) vieną mokinį; b) tris mokinius iš skirtingų klasių; c) tris mokinius; 
d) tris mokinius, kai du iš jų yra iš vienos klasės? 


Paaiškinimas. Parenkame taip: 
a) arba iš 12^, arba iš 12P, arba iš 127. Pagal kombinatorinę sudėties 
taisyklę, gauname: 
24 + 26 + 30 = 80 galimybių; 
b) ir vienas iš 12“, ir vienas iš 128, ir vienas iš 127. Pagal kombinatorinę 
daugybos taisyklę, gauname: 
24-26 - 30 = 18720 galimybių; 
c) tris mokinius renkame arba iš 12^, arba iš 125, arba iš 127, t. y. iš visų 
80 mokinių. Iš 80 mokinių parinkti tris (kai eiliškumas nesvarbus) galimybių 
yra: 
80-72 78 enen: 


d) tris mokinius renkame taip: 
ir du iš 12^ ir vienas iš 12? arba 127, arba ir du iš 12? ir vienas iš 12^ arba iš 
121, arba ir du iš 127 ir vienas iš 12^ arba iš 128. Iš čia: 


225 (064304 "7 | (2430) 22 (24+26)= 15456 +17550 + 


+21750 =54756. Gavome 54756 pasirinkimo galimybių. 


10.2. JUNGINIŲ DALINĖ KLASIFIKACIJA 


° Gretiniai. Kėliniai 

Baigtinės aibės, turinčios n elementų, sutvarkytas m elementų poaibis, 
vadinamas gretiniu i$ n po m (1 <m <n). 

Gretiniu iš n elementų po m skaičius apskaičiuojamas pagal formulę: 


A; =n(n-1)-...-(n-(m-1)), kai 1< m< n. 


Pavyzdžiui, Æ? =7-6=42; Af =7-6-5-4=840; A, =10-9-8=720. 
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Kai žinomas A", tai AT patogu skaičiuoti pagal formulę: 


A7"! = A" (n-m), čia 1<mSn. 


Pavyzdžiui, 42 = A! -(8-1)=8-7=56; Æ? = A? -(8-2)=8-7-6=336. 


Gretiniai iš n elementų po n vadinami kėliniais. 
Kėlinių iš n elementų skaičius apskaičiuojamas pagal formulę: 


P,- A, =n(n-1)(n-2)-..-2-1=n! 


1pavyzdys. Keliais skirtingais būdais galima sudaryti 6 mokinių sąrašą? 


Sprendimas. P,-6!-6.5.4.3.2.1- 720. 


Pateikiame A“ reikšmių lentelę, kai n < 6: 


+ Deriniai 
Bet kuris n — elementų aibės m — ele- Pateikiame P, reikšmių 
mentų poaibis (m < n) vadinamas deriniu iš lentelę, kai n € 10 


n elementu po m. 
Derinių iš n elementų po m skaičius ap- 
skaičiuojamas pagal formulę: 


bius S 
Cio = 


21(100-2)! 21-98! - 


5040 

40 320 
362 880 
3 628 800 


> 1 
n. 
ma = ia 2 
u '(n—m : 
min — m) va 
4! 4! 4 
Pavyzdžiui: C? 2 —————— =~ =6; 
Ke EE 5 
6 
100! 100! 
00 e? 
8. 
9 


_ 99-100 


= 4950 


8 
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Pateikiame nedidelę C7' reikšmių lentelę ( C; apibrėžtas, kai m reikšmės 
tenkina sąlygą 0 € m € n): 


ecco 


n 


126 


55 165 SC 462 


66 220 495 792 


BS m — 
ES C vO GO —) OA ta + O) r2 = C5 


mg kk ki = ki = == = kä = = = = 
= ka 
= O O D zl ON. Q + O LD = 


[e 
N 
pà 
N 


Įsidėmėkite: 
C +C! ECL CL FC, z2*. 


Pavyzdžiui, i$ aibės (A, B, C, D, E} galima sudaryti 2? poaibių. 
Sprendžiant kombinatorikos uždavinius svarbu išsiaiškinti, kurią junginių 
formulę pasirinkti. Tai iliustruosime pavyzdžiu. 


2 pavyzdys. Kiek yra galimybių (būdų) iš 8 asmenų: 


a) sudaryti skirtingų sąrašų; b) išrinkti du asmenis; 
c) išrinkti du asmenis dvejoms pareigoms? 


Paaiškinimas 

a) Sudaromi poaibiai iš 8 elementų kaitaliojant juos vietomis. Taikoma 
kėlinių formulė, t. y. 

P, = 8! = 40320. 

b) Sudaromi poaibiai iš 2 elementų, kai išdėstymo tvarka nesvarbi. Tai- 
koma derinių formulė, t. y. 
REM 

2 


c) Sudaromi poaibiai iš 2 elementų, kai išdėstymo tvarka svarbi. Taikoma 
gretinių formulė, t. y. 


C 28. 


A? =8-7=56. 


Patarimas. Kombinatorikos uždavinius stenkitės spręsti taikydami kom- 
binatorines sudėties, daugybos taisykles ar jų derinį. 
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+ Kartotiniai gretiniai ir kėliniai 
Kartotinių gretinių iš n elementų po m elementų skaičių Zymime A. ir 
jų skaičius randamas pagal formulę 
A, = n" 
Pastaba. Ši formulë efektyviai taikoma, sprendšiant kai kuriuos tiki- 
mybiu teorijos uždavinius. 


3 pavyzdys. Moneta metama 6 kartus ir stebima, kuria puse ji atsi- 
vertė. Kiek yra galimybių monetai atsiversti? 


a) 4 kartus herbu; b) 2 arba 3 kartus herbu; 
c) ne daugiau kaip 2 kartus herbu. 


Paaiškinimas. Monetos atsivertimą herbu žymime raide A, o atsiver- 
timą skaičiumi — raide s. Tuomet: 
_(4+2) 6! 5:6 4 


a) (hhhhss) 5 k = =——— => =15; 
41-2! 412! 2 
(4+2)! (343) 6! o 56 


41.21 31-31 41.21 31.3! 


b) (hhssss) arba (hhhsss) > k = 


«1:376 145420235, 
1.2.3 
! (2+4)! 
C) (ssssss) arba (hsssss) arba UE =1+6+ 
| | ! 21.41 
dee. E EH 
21.4! 2 
UZDAVINIAI 


10.1. Klasėje yra 12 merginų ir 15 vaikinų. Kiek yra skirtingų būdų išrinkti: 
a) 3 mokinių delegaciją; b)2 merginų ir 1 vaikino delegaciją; 
c) 2 merginų ir 2 vaikinų delegaciją. 
10.2. Kiek dviženklių skaičių, neturinčių vienodų skaitmenų, galima sudaryti var- 
tojant skaitmenis 1, 2, 3, 4, 5? 
10.3. Kiek penkiaženklių skaičių, neturinčių vienodų skaitmenų, galima sudaryti 
iš skaitmenų: 
a) 1, 2, 3, 4 ir 5; b) 1, 2, 3, 4, 5 ir 6; c) 0, 1, 2, 3 ir 4? 
10.4. Kiek šešiaZenkliu skaičių galima sudaryti iš skaitmenų: 
a) 2, 2, 4, 4, 6 ir 6; b) 2, 4, 6, 6, 8 ir 8? 
10.5. Moneta metama 10 kartų ir stebima, kuria puse ji atsivertė. Kiek yra gali- 
mybių monetai atsiversti? 
a) 6 kartus herbu; b) 4 arba 5 kartus herbu; 
c) ne mažiau kaip 5 kartus herbu. 
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10.6. Mokytojas savarankiškam darbui parinko 8 uždavinius. Kiek skirtingų sa- 
varankiško darbo užduočių gali sudaryti: 


a) po 3 uždavinius; b) po 2 arba po 3 uždavinius; 
c) daugiau kaip po 6 uždavinius? 
10.7. Klasėje yra 10 vaikinų ir 15 merginų. Kiek galimybių turi mokytojas pa- 
kviesti atsakinėti (mokinys kviečiamas atsakinėti vieną kartą): 
a) 2 mokinius; b) 1 merginą ir 3 vaikinus? 
10.8. Suskaičiuokite, kiek skirtingų (nors ir beprasmių) žodžių galima sudaryti 
keičiant vietomis raides šių žodžių: 


a) KLASĖ; b) PAMOKA; c) IGNALINA. 
10.9. Apskaičiuokite reiškinio reikšmę: 
a) P, + A; +C}; b) A” Ar"; c) C} +C} +... C$. 


10.10. Automobilio registracijos numerį sudaro penki ženklai: pirmieji du — 
lotynų abėcėlės skirtingos raidės, kurios parenkamos iš 20 raidžių, kiti trys — skait- 
menys, kurie parenkami iš skaitmenų 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8. Kiek registracijos numerių 
galima sudaryti? 


SU-I. KOMBINATORIKA 


1. Keičiant žodžio „gimnazistas“ raides vietomis, skirtingų (nors ir beprasmių) 
žodžių galima sudaryti: 
A 11 Ë i. m. 
6 8 3 
2. Moneta metama dvylika kartų ir stebima, kuo ji atsivertė. Skirtingų galimybių 
monetai atsiversti yra: 


A 24; B 12!; C 2048; D 4096. 

3. Reiškinio (Cj, + Cj, +...+ Ci; ): 2° reikšmė lygi: 

A4; B 16; e Gas B. 

4. I$ 28 klasės mokinių 20 mokosi anglų kalbą, 12 — vokiečių kalbą. Kiek 
mokinių mokosi abi kalbas, kai kiekvienas mokosi bent vieną tų kalbų? 

5. Klasėje yra 12 vaikinų ir 13 merginų. Kiek galimybių turi mokytojas pakviesti 
atsakinėti (mokinys kviečiamas atsakinėti vieną kartą): 

a) du mokinius; b) vieną vaikiną ir dvi merginas? 

6. Kiek yra būdų iš 12 asmenų išrinkti: 

a) du asmenis; b) tris trejoms pareigoms? 

7. Iškilasis daugiakampis turi 90 įstrižainių. Kiek kraštinių turi tas daugiakampis? 

8. Apskritime pažymėta 10 skirtingų taškų. Kiek stygų galima nubrėžti per 
pažymėtus taškus? 

9. Automobilio registracijos numerį sudaro 5 ženklai: pirmieji du — lotynų 
abėcėlės raidės, kurios parenkamos iš 15 raidžių, kiti trys — skaitmenys, kurie paren- 
kami iš skaitmenų 0, 2, 4, 6. Kiek galima sudaryti registracijos numerių, kai skait- 
menų rinkinys negali būti sudarytas iš trijų vienodų? 

10. Duotos keturios lygtys: y +x =0, y—x2=0, xy = 1 ir x? +y? = 1. Sudarykite ir 
išspręskite visas galimas (skirtingas) dviejų lygčių sistemas. 
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SU-II. KOMBINATORIKA 


1. Reiškinys C% * C, tat, FC lygus: 


A 1023; B 1003; C 1021; D 1024; E 1013. 
2. Penkiaženklių skaičių, kurių skaitmenys paimti iš aibės (1, 2, 3), yra: 
A 125; B 729; C 243; D 225; E 81. 


3. Iš skaitmenų 9, 7, 5, 3 ir 0 penkiaženklių skaičių, neturinčių vienodų skait- 
menų, galima sudaryti: 
A 120; B 84; C 625; D 256; E 96. 
4. Moneta metama 5 kartus ir stebima, kuria puse ji atsivertė. Kiek yra gali- 
mybių monetai atsiversti: 
a) 3 kartus skaičiumi; b) ne mažiau kaip 2 kartus herbu? 
5. Mokykloje yra 2 mokytojai ekspertai, 6 mokytojai metodininkai ir 10 vyres- 
niųjų mokytojų. Kiek yra skirtingų būdų išrinkti: 
a) dviejų mokytojų delegaciją; ^ b) po du skirtingų kategorijų mokytojus? 
6. Kiek devyniaženklių skaičių galima sudaryti iš skaitmenų: 
a) 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 ir 9; b) 1, 1, 2, 2, 3; 3, 3, 3 ir 37 
7. Kiek yra triženklių skaičių, kurių bent du skaitmenys skirtingi? 
8. Iškilasis daugiakampis turi 495 įstrižainių. Kiek kraštinių turi tas daugia- 
kampis? 
9. Apskritime pažymėta 12 skirtingų taškų. Kiek trikampių galima nubrėžti per 
pažymėtus taškus? 
10. 12 mokinių reikia suskirstyti į 2 grupes taip, kad kiekvienoje grupėje būtų ne 
mažiau kaip 5 mokiniai. Keliais būdais tai galima padaryti? 
11. Duotos keturios lygtys x - 220, y+4=0, y+2=2, x+y+z=4. Sudarykite 
ir išspręskite visas galimas (skirtingas) trijų lygčių sistemas. 


11. TIKIMYBIŲ TEORIJOS PRADMENYS 
11.1. ĮVYKIO TIKIMYBĖ 


Viena svarbiausių tikimybių teorijos sąvokų yra įvykio sąvoka. Vieni įvy- 
kiai būtinai įvyksta (būtinasis įvykis), kiti gali įvykti, bet gali ir neįvykti (atsi- 
tiktinis įvykis), ir yra įvykių, kurie negali įvykti (negalimasis įvykis). 

Su bandymu susijusi visa galimų baigčių (rezultatų) aibė vadinama ele- 
mentariųjų įvykių aibe. Elementariųjų įvykių aibę žymime raide E, o aibės E 
elementų skaičių — raide n. 


Pavyzdžiui, kai moneta metama penkis kartus ir kaskart stebima, kuria 
puse ji atsivertė, tai baigčių aibės elementų skaičius 1=2-2-2-2-2=32; 


kai ridenamas lošimo kauliukas ir žiūrima, kiek akučių iškrenta, tai baigčių 
aibės elementų skaičius 1 = 6. 
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Kai visi elementarieji bandymo įvykiai yra vienodai galimi, įvykio A tiki- 
mybė apskaičiuojama pagal tokią schemą: 

1) randamas elementariųjų įvykių aibės elementų skaičius n; 

2) randamas įvykiui A palankių elementariųjų įvykių skaičius m; 

3) apskaičiuojama įvykio A tikimybė: 
įvykiui A palankių elementariųjų įvykių skaičius 


P(A) , 
elementariųjų įvykių aibės elementų skaičius 
arba 
P(A)= T. 
n 


1 pavyzdys. Iš raidžių rinkinio (N, Ė, A, G) kortelės atverčiamos 


atsitiktinai ir dedamos į aibę. Rasime įvykio „sudėtas žodis A G N Ė arba 
G AN E tikimybę. 


Sprendimas. Elementariųjų įvykių skaičius lygus 24 (4! = 24). Palankūs 
įvykiai — du. Pagal įvykio tikimybės apibrėžimą: 


2 1 
P(4)-5 1715 


2 pavyzdys. Iš skaitmenų O, 1, 2, 3 atsitiktinai sudaromas keturženklis 


skaičius, kurio visi skaitmenys skirtingi. Kokia tikimybė, kad šis skaičius 
dalijasi iš 2? 


Sprendimas. Iš viso galima sudaryti 18 (3-3 - 2 = 18) keturženklių skai- 
čių. Iš 2 dalijasi šie skaičiai: 1230, 1320, 2130, 2310, 3210, 3120, 1302, 3102, 
5 
1032, 3012. Vadinasi, tikimybė, kad šis skaičius dalijasi iš 2, lygi FE 
Nesutaikomaisiais vadinami ivykiai A ir B, kai néra elementariuju ivykiu, 
palankių ir įvykiui A, ir įvykiui B. Įvykis „ne A“, t. y. „netiesa, kad 4“, 
žymimas A ir vadinamas įvykiui A priešingu įvykiu. 
Jei įvykiai A ir B yra nesutaikomi, tai jų sąjungos tikimybė lygi įvykių A 
ir B tikimybių sumai: 
P(A arba B) = P(A) + P(B). 
Su bet kuriais įvykiais A ir B teisinga lygybė: 
P(A arba B) =P(4) + P(B) - P(A ir B). 
Jei įvykiai A ir B yra nepriklausomi, tai 
P(A ir B) = P(A) - P(B). 
Jei P(A ir B)= PA). P(B), tai įvykiai A ir B nepriklausomi. 
Sėkmingą tikimybių skaičiavimą lemia gebėjimas analizuoti ir modeliuoti 
pateiktą situaciją. Išspręskime keletą uždavinių. 


Paaiškinimas. Elementariųjų įvykių aibės elementų skaičius 
n=6-6= 36. 
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Įvykiui priešingas įvykis reiškia, kad nė vieno iš dviejų ridentų kauliu- 
kų neiškrito vienetas. Siam įvykiui palankių elementariųjų įvykių skaičius 
n=5-5=25. Todėl 

— 25 25 11 
P(A|=—. Tada P(A)z1-— -— -0,30(5). 
( ) 36 e 36 36 (5) 


4 pavyzdys. Tikimybė, kad abiturientas išlaikys matematikos brandos 
egzaminą, lygi 1, lietuvių kalbos — 0,8, istorijos — 0,9. Kokia tikimybė 


abiturientui išlaikyti: 
a) visus tris egzaminus; b) du egzaminus; 
c) ne mažiau kaip du egzaminus? 


Sprendimas. Pažymėkime įvykius: M — „išlaikė matematikos egza- 
miną“, L — „išlaikė lietuvių kalbos egzaminą“, I — „išlaikė istorijos egzami- 
ną“. Tuomet M, L, I — priešingi įvykiai. Pagal uždavinio sąlygas: 

P(M)=1, P(L)=0,8, P(1)=0,9, P(M)=0, P(L)=0,2, P(1)=0,1. 

a) Įvykiui 4 — „abiturientas išlaikė visus tris egzaminus“ palanki baigtis 

yra (M, L, I), (įvykiai M, L, I nepriklausomi), todėl 
P(A) =P(M) - P(L)- P(D = 1 : 0,8 - 0,9 = 0,72. 

b) Įvykiui B — „abiturientas išlaikė du egzaminus“ palankios baigtys yra 

arba (M, L. 1), arba (M, L, I), arba (M, L, I). Todėl 
P(B)=0-0,8-0,9+1-0,2-0,9+1-0,8-0,1 = 0,26. 

c) Įvykiui C — „abiturientas išlaikė ne mažiau kaip du egzaminus“ palan- 
kios baigtys yra arba (M, L; 2), arba (M, i. I), arba (M, L. 1), arba (M, 
L, I). Pirmosios trys baigtys reiškia, kad išlaikė du egzaminus, ketvirtoji, kad 
išlaikė visus tris egzaminus. Pagal a) ir b) punktais apskaičiuotas tikimybes 


gauname, kad 
P(O) = P(A) + P(B) = 0,72 + 0,26 = 0,98. 


|: S pavyzdys. Tikimybė, kad Algis pataikys į bėgantį kiškį, lygi 0,7, kad 


pataikys Agnė — 0,3. Kiškis bus nušautas, jei bent vienas iš jų pataikys. 
Kokia tikimybė, kad kiškis bus nušautas? 


Paaiškinimas. Kiškis nušautas, kai arba Algis pataiko, arba Agnė pa- 
taiko, arba ir Algis, ir Agnė pataiko. Iš čia įvykio Æ — „kiškis nušautas“ 
tikimybė apskaičiuojama taip: 

P(A)=0,7+0,3-0,7 - 0,3 = 0,79. 

Įsidėmėkite. OS P(A) € 1, kai A — bet kuris atsitiktinis įvykis; 

P(A)=1, kai A — būtinasis įvykis; 

P(A) = 0, kai A — negalimasis įvykis; 

P(A)-1-P(A), kai A — priešingasis įvykis įvykiui A. 
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UŽDAVINIAI 


11.1. Raidžių rinkinio (Z, O, I, G, A, S) kortelės atverčiamos atsitiktinai ir 
dedamos į eilę. Raskite įvykio „sudėtas žodis Z I O G A S“ tikimybę. 

11.2. Raidžių (I, I, P, L, S) kortelės atverčiamos atsitiktinai ir dedamos į eilę. 
Raskite įvykio „sudėtas žodis P I L I S“ tikimybę. 

11.3. Dėžėje yra 6 balti ir 5 žali rutuliai. Atsitiktinai traukiami 2 rutuliai. Kokia 
tikimybė, kad: 

a) ištraukti skirtingų spalvų rutuliai; 
b) abu ištraukti rutuliai balti; 
c) abu ištraukti rutuliai vienodos spalvos? 

11.4. Rinkdamas telefono numerį, abonentas užmiršo du paskutinius numerio 
skaitmenis ir atsimindamas tik tai, kad šie skaitmenys yra skirtingi ir nelyginiai, 
surinko juos atsitiktinai. Kokia tikimybė, kad abonentas surinko teisingą numerį? 

11.5. Tarp 120 elektros prietaisų yra 4 nekokybiški. Kokia tikimybė, kad atsi- 
tiktinai paimti du elektros prietaisai bus: 

a) abu kokybiški; b) abu nekokybiški; 
c) vienas kokybiškas, kitas — nekokybiškas? 

11.6. Aibė A sudaryta iš funkcijos f(x) = 5 + 5 cos x reikšmių aibės natūraliųjų 
skaičių. Sie skaičiai po vieną parašomi kortelėse, kurios sumaišomos ir dedamos į 
dėžutę. Atsitiktinai iš dėžutės išimama viena kortelė. Kokia tikimybė, kad joje para- 
šytas skaičius yra: 


a) 5 kartotinis; b) sudėtinis skaičius; 
c) pirminis skaičius; d) vienetas. 
11.7. Moneta metama 6 kartus ir stebima, kuria puse atsivers. Raskite įvykio 


tikimybę: 
a) moneta atsivertė 3 kartus herbu; 
b) moneta atsivertė 2 arba 3 kartus herbu; 
c) moneta atsivertė lyginį skaičių kartų skaičiumi. 


11.2. ATSITIKTINIAI DYDŽIAI. BERNULIO BANDYMAI 


° Atsitiktinio dydžio sąvoka 
Apibrėždami atsitiktinį dydį, turime nurodyti jo reikšmes bei tikimybes, 
su kuriomis tos reikšmės įgyjamos. 


Pavyzdžiui, kai ridenamas lošimo kauliukas ir stebima, kiek atsivertė 
akučių, tai atsitiktinis dydis yra X — atsivertusių akučių skaičius. Galimos 


X reikšmės: 1, 2, 3, 4, 5, 6. Kiekvienos šių reikšmių įgijimo tikimybė yra d 


Sakykime, kad atsitiktinis dydis įgyja reikšmes x,, x,, ..., x,, ir šių reikšmių 
įgijimo tikimybės yra p,, P» ..., p,. Reikšmes ir atitinkamas tikimybes užra- 
šykime lentelėje: 
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Ši lentelė vadinama atsitiktinio dydžio skirstiniu. Joje x, reikšmės (i = 1, 2, 
., m) yra skirtingos, 0<p,<1 ir p, +p,+...+p, = 1. 
° Atsitiktinio dydžio vidurkis, moda ir dispersija 
Atsitiktinio dydžio reikšmė, kurią jis įgyja su didžiausia skirstinio tikimybe, 
vadinama to dydžio moda. Atsitiktinis dydis gali turėti vieną modą arba kelias 
modas. 


Pavyzdžiui: 
a) P^ b) PA 
1 
21 ? 
1 | d H 
i ME 
Hj o BROSE 
| | | | 1 bod 
Gg M ES BEE EE 
-2-1 0 1 2 3 X -3-2-1 0 1 2 X 


a) atveju atsitiktinis dydis X turi vieną modą, kuri lygi 5; 


b) atveju atsitiktinis dydis X turi dvi modas, kurios lygios n ir E 


Atsitiktinio dydžio X vidurkiu vadinamas skaičius (vidurkis žymimas EX) 
EX =x P, +x,p,+... t X, P, (1) 


1 pavyzdys. Ridenamas lošimo kauliukas. Atsitiktinis dydis X — atsi- 


vertusių akučių skaičius. Raskime jo vidurkį. 


Sprendimas. Baigčių aibė E = (1, 2, 3, 4, 5, 6), baigčių aibės elementų 


skaičius n = 6. Įvykiai yra vienodai galimi, todėl p, = 3 Atsitiktinio dydZio .X 
skirstinys toks: 


Remdamiesi (1) formule, apskaičiuojame vidurkį: 
EX =1. 1,2 : 1,3 : Lad EN EE T 
6 6 6 6 6 6 
Sakykime, atsitiktinio SE X skirstinys yra toks: 
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Sudarome atsitiktinio dydžio (X — EX)? skirstinį: 


Atsitiktinio dydžio (X — EX)? vidurkis vadinamas atsitiktinio dydžio X 
dispersija ir žymimas DX: 


DX = E(X - EX). 
Remdamiesi (1) lygybe, gauname: 
DX = (x, - EX)°p, + (x, - EXP, + ... + (x, -EDP pe (2) 


Sprendimas. Baigčių aibė E = (SSS, SSH, SHS, HSS, SHH, HSH, HHS, 
HHH}. Baigčių aibės elementų skaičius n = 8. Įvykiai yra vienodai galimi, 


todėl p, - i = 1, 2, ..., 8. Atsitiktinio dydžio skirstinys toks: 


Remdamiesi (1) formule, apskaičiuojame: 
Ex=0-14+1-242.243.L-1,5, 
8 8 8 8 


Sudarome atsitiktinio dydžio (X - EX)? skirstinį: 


av SC 3Y TT 
| 


8 


Remdamiesi (2) formule, apskaičiuojame: 
DĖ= 45 45. m a T 
48 48 48 32 4 

Gavome, kad DX - 0,75. 

* Bernulio (binominiai) bandymai 

Bernulio (binominiu) bandymu vadinamas bandymas, turintis šias savybes: 

1) bandymas, kurio baigtys yra A ir A, kartojamas n kartų (n — baigtinis 
skaičius); 

2) kartojant bandymą, įvykio A tikimybė P(4) = p nekinta, o P(A) =1- 
"Hd 

3) bandymas nepriklauso nuo to, kokie įvykiai įvyko jį kartojant n — 1 
kartų. 
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Kai bandymas binominis, tai įvykio tikimybė apskaičiuojama pagal formulę: 


P, (m)= C, p"q"" (3) 


3 pavyzdys. Moneta metama 10 kartų ir stebima, kiek kartų atsivers 
herbas (įvykis A). Kokia tikimybė, kad: 


a) moneta atsivers herbu 6 kartus; 
b) moneta atsivers herbu ne daugiau kaip 3 kartus? 


Paaiškinimas. Šiuo atveju moneta metama 10 kartų, kai herbo arba 
skaičiaus atsivertimo galimybės yra lygios, t. y. n = 10, P(A)=p=2. q => 
Pagal (3) formule: 


11 111“ 1) 210 105. 
B,(6)-cS 2) [2] =210|L 
a) o (6)- Go B 5) BE 1024 512 


b) P(A)=P,(0 nen eeno-a() + (E) (5) 


SKAYÉEY. FLY 1 10 |, 45 1200 176 11 
*Cu|zlizi-*Culciizale9ntLntLnT cnn 
2112 2)(2) 1024 1024 1004 1004 1024 64- 


4 pavyzdys. Krepšininkas meta į krepšį 10 metimų iš tritaškio zonos, 
ir stebima, ar pataikė, ar nepataikė. Kokia tikimybė, kad: 


a) krepšininkas pataikys 5 kartus, kai pataikymo tikimybė yra 0,8; 
b) krepšininkas pataikys ne mažiau kaip 9 kartus? 


Paaiškinimas. Šiuo atveju kamuolys metamas 10 kartų, kai pataikymo 
tikimybė lygi 0,8, nepataikymo tikimybė — 0,2. Bandymas yra binominis, 


t. y. n = 10, P(p) = 0,8, P(p)=4=0,2. Pagal (3) formulę: 


s 3 21 252:2" 
a) R, (5)= G (08) (02) «252 (5 „BLT, 


H 


5 


b) Po (4) =C% (0.8) (0.2) +C (0.8)" - (0,2) Z HE 


UZDAVINIAI 


11.8. Moneta metama 6 kartus ir stebima, kuria puse ji atsivertė. Apskaičiuo- 
kite šių įvykių tikimybes: 
a) moneta atsivers herbu 4 kartus; 
b) moneta atsivers skaičiumi 2 kartus; 
c) moneta atsivers herbu ne daugiau kaip 3 kartus. 
11.9. Į taikinį šaunama tris kartus. Atsitiktinis dydis X — pataikymų skaičius. 
Apskaičiuokite EX ir DX, kai pataikymo tikimybė lygi 0,75. 
11.10. Iš dėžutės, kurioje yra 4 raudoni ir 6 žali rutuliai, atsitiktinai išimami du 
rutuliai. Atsitiktinis dydis X — išimtų raudonų rutulių skaičius. Raskite jo vidurkį 
(matematinę viltį). 
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SU. TIKIMYBIŲ TEORIJOS PRADMENYS 


1. Lošimo kauliukas metamas du kartus. Tikimybė, kad atsivertusių akučių 
suma bus pirminis skaičius, lygi: 


A 0,41(6); B 0,41(8); C 0,41(4); D 0,41(2). 
2. Tikimybė, kad nors kartą atsivers šešetukas metant du lošimo kauliukus, lygi: 
13 11 1 1 
A —; B — C D = 
36° 36' 6 3 


3. Iš dėžės, kurioje yra 5 balti, 4 juodi ir 6 žali rutuliukai, išimami 3 rutuliukai. 
Tikimybė, kad rutuliukai skirtingų spalvų, lygi: 

20 24 22 26 
A — B —; € D —. 
91° 91' 91 91 

4. Yra keturios 4, 5, 8 ir 10 cm ilgio atkarpos. Tikimybė, kad iš trijų atsitiktinai 
pasirinktų (iš tų keturių) atkarpų galima sudėti trikampį, lygi: 

3 1 1 1 
A =; B —; Ç =: DZ 
4 2 3 6 

5. Iš skaitmenų 1, 3, 4, 5 atsitiktinai sudaromas triženklis skaičius, kurio visi 
skaitmenys skirtingi. Kokia tikimybė, kad šis skaičius dalijasi iš 2? 

6. Aibė A sudaryta iš funkcijos g(x) = 6 + 5 cos x reikšmių aibės natūraliųjų 
skaičių. Šie skaičiai po vieną parašomi kortelėse, kurios sumaišomos ir dedamos 
į dėžutę. Atsitiktinai iš dėžutės išimame vieną kortelę. Kokia tikimybė, kad joje para- 
šytas skaičius dalijasi iš 3? 

7. Tarp 200 elektros prietaisų yra 4 nekokybiški. Kokia tikimybė, kad atsitiktinai 
paėmus du elektros prietaisus vienas bus kokybiškas, kitas — nekokybiškas? 


8. Tikimybė, kad abiturientas išlaikys matematikos brandos egzaminą lygi 0,9, lie- 
tuvių kalbos egzaminą — 1, anglų kalbos egzaminą — 0,8. Kokia tikimybė abi- 
turientui išlaikyti du egzaminus? 

9. Į taikinį šaunama tris kartus. Pataikymo tikimybė yra 0,8. Apskaičiuokite 
įvykio tikimybę, kad „pataikyta ne daugiau kaip du kartus“. 

10. Krepšininkas meta į krepšį tris baudos metimus. Atsitiktinis dydis X — patai- 
kymų skaičius. Raskite EX ir DX, kai pataikymo tikimybė lygi 0,8. 


12. STATISTIKOS PRADMENYS 
12.1. IMTIS. IMTIES PATEIKIMAS 


Prisiminkime pagrindines sąvokas. 

Imtis yra statistiniam tyrimui parinkta tiriamųjų objektų dalis. Jei imties 
elementai surašyti didėjančia tvarka, tai turime sutvarkytąją imtį, kuri vadi- 
nama imties variacine eilute. 

Imties elemento santykinis dažnis p, yra imties elemento dažnio m, ir 
imties elementų skaičiaus n santykis: 


Dr, 
n 
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1 pavyz dys. Sakykime, kad įstaigos darbuotojų darbo stažas ir kiek 
darbuotojų turi šį darbo stažą skaičiais nurodyta taip: 

3 — 4; 10 — 4; 11 - 5; 12-2;1-1;4-2;6-5; 8 — 5; 25 - 6; 20 — 4; 
15 - 2. 


Paaiškinimas. Taip pateikta informacija nesutvarkyta ir sunku daryti 
kokias nors išvadas. Todėl pirmiausia informaciją sutvarkome pateikdami ją 
dažnių lentele: 


eier i EEK EA oee 


stažą, skaičius 


Darbo stažo dažnių lentelę pertvar- 
kysime grupuodami kas penkeri metai 
ir pavaizduosime dažnių diagrama: 


GA OO oO 


Darbuotojų skaičius 


1-5 6-10 11-1516-20 21-25 
Stažas 


Darbo stažas (metais) 11-15 | 16-20 | 21-25 
stažą, skaičius 


Kartais dažniai pateikiami ne konkrečiais skaičiais, o imties tūrio n pro- 
centais (kai duomenų aibė yra didelė) 


Darbo stažas (metais) 11-15 | 16-20 | 21-25 


12.2. SKAITINĖS IMTIES CHARAKTERISTIKOS 


Skaitinés imties charakteristikos apibūdina vienos grupės duomenų reikš- 
mių didumą, o kitos — tų reikšmių sklaidą. 

1. Imties didžiausios ir mažiausios reikšmės skirtumas vadinamas imties 
pločiu ir žymimas raide r. 

2. Imties didžiausios ir mažiausios reikšmės aritmetinis vidurkis vadinamas 
imties centru ir žymimas raide c. 


3. Sutvarkytos imties vidurio skaičius — imties mediana. Ji žymima rai- | 
de M. 
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4. Mediana perskiria sutvarkytus duomenis į dvi dalis: apatinę ir viršutinę. 
Pirmasis kvartilis (K,) yra apatinės pusės mediana, trečiasis kvartilis (K,) — 
viršutinės pusės mediana. 


5. Imties vidurkis žymimas x ir apskaičiuojamas taip: 


X Rn, KA, nb X.R, 
n 


x- , čia n imties tūris. 


2 pavyzdys. Raskime 1 pavyzdyje nagrinėtas imties skaitines charakte- 


Darbo stažas (metais) E E 4 10 D m D DI 25| 
Darbuotojų, turinčių šį darbo SES B B SEDE 
stažą, skaičius Di 


1+25 


Sprendimas. r=25-1=24, c= =13, M = 10, K = 6, K,=17,5, 


1-1+3-4+4-2+6-5+8-5+10-4+11-5+12-2+15-2+20-4+25-6 _ 
40 


x= 


=11,75. 
Apibrėšime dar vieną skaitine imties charakteristiką. 
NA —ų,2 = 
X -X) n +(x, —X) n, +...+(x, -X)n 
Dydžio G X) mores E) most Quot reikšmė vadinama imties 
dispersija ir žymima s?, dydis s= /s2 — vidutiniu kvadratiniu nuokrypiu. 
Pateikiame imties medianos, vidurkio nustatymo schemą. 


Medianos radimo schema 


1. Imtis sutvarkoma, t. y. skaičiai išrikiuojami jų didėjimo tvarka. 
2. Randamas skaičius (ar du tokie skaičiai), esantis sutvarkyto sąrašo 
viduryje: 
TE 2m = e n+1 
a) kai imties tūris n — nelyginis, viduriniojo skaičiaus numeris yra EX 
todél tas skaicius ir yra mediana; 
b) kai imties tūris n — lyginis, imami du viduriniai skaičiai, kurių numeriai 


yra Ñ ir 2 Hi, Mediana yra tų dviejų skaičių vidurkis. 


Mediana perskiria sutvarkytus duomenis į apatinę ir viršutinę pusę. 
Pavyzdžiui: 


Mediana Mediana lygi 9 


Apatinė pusė Viršutinė pusė Apatinė pusė Viršutinė pusė 
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Imties vidurkio radimo schema 


Sakykime, bendruoju atveju imties duomenys Sieg tokia dažnių lentele: 


1. Apskaičiuojama reikšmių suma: x, - n, +x,-n, +... + Xp. 


2. Randamas imties tūris n: n 2n, +n, +... +n, 


Xin, + XN, +... + X, 
n 


3. Apskaičiuojamas vidurkis x = 


UŽDAVINIAI 


12.1. Mama surašė dukrų Tomos ir Agnės trimestrinius balus: 
Tomos — 6, 8, 10, 7, 7, 6, 6, 5, 5, 10, 7, 10; 
Agnės — 8, 8, 6, 6, 6, 10, 10, 7, 8, 10, 7. 
Šias imtis: 
a) sutvarkykite; 
b) pateikite dažnių lentelėmis; 
c) pavaizduokite grafiškai. 
12.2. Eriko ir Egidijaus šaudymo iš pistoleto į taikinį kontrolinėse varžybose 
užfiksuoti tokie rezultatai (taškais): 
Eriko — 7, 8, 8, 6, 6, 6, 10, 6, 10, 6, 8, 8, 8 
Egidijaus — 10, 5, 5, 5, 5, 10, 10, 8, 9, 7, 8, 
Sutvarkę šias imtis, raskite jų: 
a) plotį; b) centrą; c) medianą; d) vidurkį; e) dispersiją; 
f) vidutinį kvadratinį nuokrypį. 


SU. STATISTIKOS PRADMENYS 


1. Duomenų aibės (3, 6, 9, ..., 333) vidurkis lygus: 


A 336; B 332; C 166; D 168. 
2. Duomenų aibės (5, 10, 15, ..., 555) mediana lygi: 
A 275; B 280; C 285; D 290. 


3. Stulpelinėje diagramoje pateikti 300 moki- 
nių kontrolinės apklausos balų dažniai procentais. 
Kontrolinės apklausos mediana, vidurkis lygūs: 


A. 7,5; 7,25; B 7,25; -7,25; 
C 7:725: D 7,25; 7. 


4. Per dešimt rungtynių krepšininkas pelnė ati- 
tinkamai 12, 4, 22, 15, 10, 28, 9, 12, 12, 6 taškų. Ras- Si Ei 
kite pelnytų taškų imties plotį, medianą ir vidurkį. 4 5 6 7 8 9 Balai 


Procentai 
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5. Raskite kontrolinio darbo (įvertinto 2, 4, 6, 7, 8, 9 balais) rezultatų vidutinį 
kvadratinį nuokrypį nuo vidurkio, kai rezultatai pateikti dažnių lentele: 


Dažnis 


6. Lino ir Tomo šaudymo iš pistoleto į taikinį kontrolinėse varžybose rezultatai 
tokie (taškais): 
Lino — 8, 8, 10, 5, 8, 8, 7, 4, 10, 0; 
Tomo — 10, 10, 4, 4, 4, 9, 10, 5, 5, 10. 
Sutvarkę duotas imtis, raskite jų plotį, centrą, medianą, vidurkį, vidutinį kvad- 
ratinį nuokrypį. 
7. Lentelėje nurodyti baigiamojo matematikos egzamino balai. Remdamiesi eg- 
zamino rezultatais: 
a) sudarykite balų dažnių lentelę; 
b) raskite egzamino balų: plotį (r), mediana (M), pirmąjį ir trečiąjį kvartilius 
(K,, KL, vidurkį (x ), vidutinį kvadratinį nuokrypį (s). 


13. KAI KURIOS GEOMETRIJOS KURSO ŽINIOS 
13.1. DAUGIAKAMPIAI 


Trikampis, keturkampis, penkiakampis ir t. t. vadinami daugiakampiais 
arba n-kampiais. Daugiakampiai skirstomi į iškiluosius ir neiškiluosius. Iški- 
lasis n-kampis, kurio lygios visos kraštinės ir lygūs visi kampai, vadinamas 
taisyklinguoju n-kampiu (daugiakampiu). Daugiakampio vidaus kampų suma 
lygi 180? (n — 2); čia n — daugiakampio kraštinių skaičius. 


Pavyzdžiui, trikampio vidaus kampų suma lygi 180? (180? (3 — 2) = 180°), 


dvylikakampio — 1800? (180? (12 - 2) = 180? - 10 = 1800). 


Du daugiakampiai vadinami lygiais, jei, uždėti vienas ant kito, sutampa. 
Lygių daugiakampių atitinkamos kraštinės ir atitinkami kampai yra lygūs. 
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Du daugiakampiai laikomi panašiais, jei vienas yra gautas iš kito jį padi- 
dinus (sumažinus). Panašiųjų daugiakampių atitinkamos kraštinės yra pro- 
porcingos, o atitinkami kampai — lygūs. 


Pavyzdžiui, trikampis ABC lygus trikampiui A,B,C,, kai AB = AB,, 
BC=B,C,AC=A,C,ZA=ZA,ZB=<ZB,ZC=ZC. trikampis ABC 
AB BC _ AC 


panašus į trikampį A,B,C,, kai CR = BC = AG, =k (čia k — trikampių 


panašumo koeficientas), Z4- ZA, Z B= X B ,, ZC-ZC, 


C, 


Panašiųjų daugiakampių perimetrų santykis lygus panašumo koeficientui, 
o plotų santykis — panašumo koeficiento kvadratui. 
° Trikampiai 
I. Trikampių rūšys 


Pagal kampus trikampiai skirstomi į smailiuosius, stačiuosius ir bukuosius, 
pagal kraštines — į įvairiakraščius, lygiašonius, lygiakraščius. 


II. Trikampių lygumo požymiai 


1. Pagal dvi kraštines ir | 2. Pagal kraštinę ir du |3. Pagal tris kraštines 


kampą tarp jų | kampus prie jos | 
B B B 
ANA Z ELA 
A C A C 


Jei AB=A B, Jei AC - AC, Jei AB- AJB,, 
AC - AC, ZA-ZA, BC - BC, 
ZA-ZA, tai ZC-ZC, tai AC - AC, tai 


i“ P 


AABC=AAB,C.. 


| 

| | 

| | 

ë | | 

Ž < N | 

MIA ZA 

| A; C, | A, C 

| | 

| | 

| | 

| | 

| | 

| | 


AABC=AA,B,C,. AABC=AA,B,C,. 
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III. Trikampių panašumo požymiai 


1. Pagal du kampus 2. Pagal dvi kraštines 


ir kampą tarp jų 


3. Pagal tris kraštines 


tai AABC ~ AA B,C, 
AABC ~A ABC, a RE 


| | 
| | 
B, | i | C, A 
s S | ew <N | = ' 
A 
A C Ai es l C C, | B A, 
Ti ZB=ZB. i | Jei AB BC | = AB BC AC 
el = „II el 5 ———————— Jr el — LU 4 
be ZC b. | A,B, BC, | AB, BC, AC, 
"obi ees | ZB-Z B, tai | 
| | 


A ABC < ^ AJB C.. 


IV. Trikampio aukštinė, pusiaukraštinė, pusiaukampinė 
Trikampio aukštinės (arba jų tęsiniai) susikerta viename 
taške. 


S se: SH SH eh 
čia h h,, h. — trikampio aukštinės. 
Trikampio pusiaukraštinės susikerta 
viename taške (O). 
Trikampio pusiaukraštinių savybė: 


KO LO MO. 
OB OA OC ^ ps TAS 
Trikampio pusiaukampinės susikerta K Z eei. M 


viename taške (O), kuris yra į tą trikam- 
pi įbrėžto apskritimo centras. 
Trikampio pusiaukampinių savybė: 


CA CB AC AB BC BA 

AK DK CL BL CM AM 

Trikampio kraštinių vidurio statme- 
nys susikerta viename taške (O). 

Apie kiekvieną trikampį galima api- 
brėžti apskritimą, kurio centras yra tri- 
kampio kraštinių vidurio statmenų san- 
kirtos taškas. 

MN — trikampio vidurinė linija, 


MN||BC, 


MN|= ; BC. 
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V. Pitagoro teorema. Smailiojo kampo si- B 


nusas, kosinusas ir tangentas < 
Pitagoro teorema: S 
a@ + b2 = e. 
< L 
b 
C 
a 
D a, 


Staciojo trikampio A 


sina = 2, m tgo = 2. 
c c b 
VI. Stačiojo trikampio statinių projekcijos 
a^-a..c, 
b*=b.-c; 
čia c=AB=a +b. A 
k’ =a b. 


c 


B 


b, 


VII. Sinusu ir kosinusu teoremos. Trikampio plotas 


Sinusu teorema: 
a b c 


sina sinB siny 
Kosinusų teorema: 
a*=b?+c?- 2bc cos Q, 
b?-a?-c?-2ac cos B, 
c?-a?-« b? —-2ab cos y. 


D s 1. dx 
Shape ub siny— 7 bc Sind ae sin B. 


+ Keturkampiai 


Keturkampiai skirstomi į iškiluosius ir neiškiluosius. 

Į iškiląjį keturkampį, kurio priešingų kraštinių ilgių sumos yra lygios, 
galima įbrėžti apskritimą. 

Apie keturkampį, kurio priešingų kampų sumos yra lygios, galima api- 
brėžti apskritimą. 


B C 
I. Lygiagretainis b ppc a 
Keturkampis, kurio priešingos kraštinės yra waka. a 
lygiagrečios, vadinamas lygiagretainiu. A — e D 


Savybės: 

1) lygiagretainio priešingos kraštinės yra lygios; 

2) lygiagretainio priešingi kampai yra lygūs; 

3) lygiagretainio įstrižainių sankirtos taškas O kiekvieną įstrižainę dalija pu- 
siau ir yra to lygiagretainio simetrijos centras; 

4) AC? + BD? = (AB? + AD’); 

5) S negt = ab sin ZA; 


ABCD 
Ps = 2(a +b). 


ABCD 
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II. Stačiakampis 

Lygiagretainis, kurio visi kampai statūs, vadi- 
namas stačiakampiu. 

Savybės: 

1) stačiakampio įstrižainės yra lygios; 


2) apie stačiakampį galima apibrėžti apskritimą (jo centras — stačiakam- 


pio įstrižainių sankirtos taškas); 


3) tiesės, einančios per stačiakampio priešingų kraštinių vidurio taškus, 


yra to stačiakampio simetrijos ašys; 

4) Gest ab; 

P gcp = 2(a + b). 

III. Rombas 

Lygiagretainis, kurio visos kraštinės lygios, vadi- 
namas rombu. 

Savybės: 

1) rombo įstrižainės yra viena kitai statmenos ir 
dalija rombo kampus pusiau; 

2) į rombą galima įbrėžti apskritimą (jo centras 
yra rombo įstrižainių sankirtos taškas); 

3) tiesės, einančios per rombo įstrižaines, yra jo 
simetrijos ašys; 

4) S =ah= i P 


ABCD 2 
IV. Kvadratas 
Lygiagretainis, kurio visos kraštinės lygios, o visi 

kampai statūs, vadinamas kvadratu. 

Savybės: 

1) kvadrato įstrižainės yra lygios, statmenos ir da- 
lija kvadrato kampus pusiau; 

2) į kvadratą galima įbrėžti apskritimą (jo cent- 
ras — kvadrato įstrižainių sankirtos taškas); 

3) apie kvadratą galima apibrėžti apskritimą (jo 
centras — kvadrato įstrižainių sankirtos taškas); 

4) kvadratas turi keturias simetrijos ašis; 


5) Sa 5 d^; Pao, mda. 


ABCD ABCD 


V. Trapecija 


A 


KA 


Keturkampis, kurio dvi priešingos kraštinės yra lygiagrečios, o kitos dvi 


nelygiagrečios, vadinamas trapecija. 


GB B 


Jr S L 


ABCD — trapecija ABCD — së trapecija 
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"5 — stačioji "n. 


Savybės: 
1) ZA+ZXB= C+ XD =18680°; 


2) d cs =AB+ BC + CD+ AD; 
a+b 
3) S cp = 2 d 
4) trapecijos vidurinė linija MN||AD, MN|CB, MN = IU EE 5 x 


5) lygiašonės trapecijos įstrižainės yra lygios (AC = BD); 
6) lygiašonės trapecijos kampai prie kiekvieno pagrindo yra lygūs (< A = 
=Z D, Z B= ZX O). 


UŽDAVINIAI 


13.1. Stačiojo trikampio perimetras lygus 12 cm, o įžambinė — 5 cm. Apskai- 
čiuokite trikampio plotą. 

13.2. Stačiojo trikampio vienas kampas lygus 30^, o į tą trikampį įbrėžto apskri- 
timo spindulys — 2 cm. Apskaičiuokite trikampio statinių ilgį ir plotą. 

13.3. Rombo kraštinė lygi 10 cm, o viena įstrižainė — 12 cm. Apskaičiuokite 
rombo plotą. 

13.4. Į rombą, kurio smailusis kampas 30“, įbrėžtas skritulys. Jo plotas lygus 25. 
Apskaičiuokite rombo plotą. 

13.5. Lygiašonės trapecijos perimetras lygus 92 cm. Trumpesnysis trapecijos 
pagrindas lygus šoninei kraštinei, o kitas pagrindas ilgesnis už šią kraštinę 12 cm. 
Apskaičiuokite trapecijos plotą. 

13.6. Stačiojo trikampio vienas smailusis kampas lygus 30“, o aukštinė, nuleista 
iš stačiojo kampo viršūnės į įžambinę, lygi 40 cm. Apskaičiuokite šio trikampio plotą. 

13.7. Stačiakampio ABCD įstrižainės susikerta taške O; Z CAD = 30°, AC = 12 cm. 
Apskaičiuokite trikampio AOB perimetrą. 

13.8. AD ir BC — trapecijos ABCD pagrindai; < A = 36°, Z C = 117°. Raskite 
kampus B ir D. 


13.2. KAMPAI IR APSKRITIMAS 


° Centrinis ir įbrėžtinis kampas 


Z AOC — centrinis Įsidėmėkite: 


kampas, 1. Įbrėžtiniai kampai, kurie remiasi į tą patį apskritimo lanką, 
Z ABC — įbrėžtinis yra lygūs. 
kampas. 2. Įbrėžtiniai kampai, kurie remiasi į pusapskritimį, yra statūs. 
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1) ZAOC = AC; 

1 1 
2) Z ABC = 2 Z AOC = 2 U AC. 
+ Kampas tarp dviejų liestinių 
AE ir BE — apskritimo liestinės, 
OA ir OB — apskritimo spinduliai. 
Savybės: 
1) BE- AE; 
2) OB LBE, OA LAE: 
3) Z AEB = ; (U ACB - v ADB). 


+ Kampas tarp dviejų kirstinių + Kampas tarp stygos ir liestinės 


Z AEC = i (UAC - UBD). 


+ Proporcingosios atkarpos 


C 
B 
D 
A 
AE EB = CE ED; PA? = PB : PC; 
čia AB ir CD — susikertančios čia PA — apskritimo liestinė, 
apskritimo stygos. PC — jo kirstinė. 
UZDAVINIAI 
13.9. Remdamiesi atitinkamu brėžiniu, raskite nurodytus kampus: 
a) Z ADC, kai b) ZA, Z B i Z G: c) X ONL, kai 
A ABC yra lygiakraštis; Z LKN = 60°. 


A 


13.10. Apskaičiuokite įbrėžtinio ir apibrėžtinio apskritimo spindulio ilgį: 


13.3. BRIAUNAINIAI 


Paviršių, sudarytą iš daugiakampių ir ribojantį tam tikrą geometrinį kūną, 
vadiname briaunainiu. Briaunainių pavyzdžiai: prizmė, gretasienis, piramidė, 
nupjautinė piramidė. 

+ Prizmė 

Prizme vadinamas briaunainis, kurio dvi sienos yra lygūs daugiakampiai, 
o kitos sienos (šoninės) — lygiagretainiai. n-kampés prizmės gali būti sta- 
čiosios (jų šoninės briaunos statmenos pagrindui), pasvirosios (jų šoninės 
briaunos nėra statmenos pagrindui), taisyklingosios (stačiosios prizmės, kurių 
pagrindas — taisyklingasis daugiakampis), netaisyklingosios (pagrindas nėra 
taisyklingasis daugiakampis). 

Prizmės šoninio paviršiaus (t. y. šoninių sienų) plotas, viso paviršiaus (visų 
sienų) plotas ir tūris apskaičiuojamas pagal formules: 


S =P H, $25,428 V=S H 


jon — pagr pagr? pagr 


Pavyzdžiui, taisyklingosios šešiakampės prizmės, 
kurios pagrindo kraštinė a, o aukštinė H, 


S= Syn + 25, = 6aH + A, 


* Gretasienis 


Prizmé, kurios pagrindas yra lygiagretainis, vadinama gretasieniu. Gre- 
tasieniai gali būti kubai (visos sienos — lygūs kvadratai), stačiakampiai (visos 
sienos — stačiakampiai), statieji (šoninės briaunos statmenos pagrindui), 
pasvirieji (šoninės briaunos nestatmenos pagrindui): 


Stačiakampis gretasienis Statusis gretasienis 
S = 2(ab + ac + bc), S= 2(a +b)c + 2ab sin a, 
V = a V=abc, V = abc sin a. 


des oli, Ces gl. d-da) +b xc. 
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+ Piramidė 

Piramide vadinamas briaunainis, kurio viena siena yra bet koks iškilasis 
daugiakampis, o kitos sienos — trikampiai, turintys bendrą viršūnę. 

Piramidė, kurios pagrindas yra taisyklingasis daugiakampis, o aukštinė 
eina per pagrindo centrą, vadinama taisyklingąja. 

Piramidės 

1 
S=S S V=-S .H. 


pagr? 3 pagr 


Pavyzdžiui, taisyklingosios keturkampės pirami- 
dės, kurios pagrindo kraštinė a, o aukštinė H. 


S = Sa Su =aja* +4H’ +a, 
EE 
E 
UŽDAVINIAI 


13.11. Kubo briauna yra 8 cm ilgio. Apskaičiuokite: 
a) įstrižojo pjūvio plotą; 
b) atstumą nuo kubo viršūnės iki jo įstrižainės; 
c) sinusą kampo, kurį sudaro jo įstrižainė su pagrindo plokštuma. 

13.12. Stačiojo gretasienio kiekvienos briaunos ilgis lygus 10 cm, o vienas pag- 
rindo kampas yra 60?. Apskaičiuokite: 

a) įstrižųjų pjūvių plotą; 

b) įstrižainių ilgį; 

c) gretasienio paviršiaus plotą; 
d) gretasienio tūrį. 

13.13. Stačiojo gretasienio pagrindas yra rombas, kurio bukasis kampas lygus 
120°. Gretasienio aukštinės ilgis lygus 6 cm, o šoninio paviršiaus plotas — 4843 cm. 
Apskaičiuokite: 

a) ilgesniosios pagrindo įstrižainės ilgį; 
b) gretasienio įstrižainių ilgį; 

c) įstrižųjų pjūvių plotą; 

d) gretasienio tūrį. 

13.14. Taisyklingosios trikampės piramidės tūris lygus 36 cm3, o šoninė siena su 

pagrindo plokštuma sudaro 60° kampą. Apskaičiuokite piramidės: 
a) pagrindo kraštinės ilgį; 
b) pagrindo plotą; 
c) viso paviršiaus plotą. 


13.4. SUKINIAI 


Erdviniai kūnai, kurie gaunami sukant plokščiąją figūrą apie pasirinktą 
tiesę, vadinami sukiniais. Sukdami: stačiakampį apie jo kraštinę, gauname 
ritinį, statųjį trikampį apie jo statinį — kūgį, stačiąją trapeciją apie šoninę 
kraštinę (statmeną pagrindui) — nupjautinį kūgį, pusskritulį apie jo skers- 
menį — rutulį. 
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+ Ritinys 

R — ritinio pagrindo spindulys, 
H — ritinio aukštinė. 

S, = 2nRH, 

S 7 TR? 

S= 2nR(R+ H), 
V= 1RžH. 


š 


° Kūgis 

R — kūgio pagrindo spindulys, 
L — kūgio sudaromoji, 

H — kūgio aukštinė. 


Sron = nRL, 
S=nR(R + L), 
VEH 


+ Nupjautinis kūgis 
R — nupjautinio kūgio apatinio pagrindo spindulys, 
r — viršutinio pagrindo spindulys, 
L — nupjautinio kūgio sudaromoji, 
H — nupjautinio kūgio aukštinė. 
S. „=T(R+r)L, 

Š = HU + r)L + n? + nr", 

V= i nH(R? + r? + Rr). 

* Rutulys 

R — rutulio spindulys, 

H — nuopjovos aukštinė. 


S = 4nR?, 

V= 2 TRS, 

Smog = 2RRH, 

V mu G = H | 
nuopj 3 

UZDAVINIAI 


13.15. Ritinio pagrindo spindulys ir aukštinė didinami 20 %. Keliais procentais 


padidės ritinio paviršiaus plotas? 


13.16. Ritinio pagrindo skersmuo ir aukštinė mažinami 10 96. Keliais procentais 


sumažės ritinio tūris? 


13.17. Kūgio pagrindo spindulys didinamas 40 %, o aukštinė mažinama 20 G. 


Keliais procentais padidės kūgio tūris? 


13.18. Reikia pagaminti 50 1 talpos ritinio formos inda. Jo pagrindo spindulys 


turi būti lygus 20 cm. Koks bus to indo aukštis? 
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13.19. Kūgiškos grūdų krūvos aukštis yra 1,2 m, pagrindo apskritimo ilgis — 31,4 m, 
o 1 m? grūdų masė — 750 kg. Kiek tonų grūdų yra toje krūvoje? Laikykite, kad z = 3,14. 


13.20. 6 mm skersmens aliumininio laido masė lygi 10,8 kg. Aliuminio tankis yra 
2,6 g/cm?. Koks yra laido ilgis? Laikykite, kad z = 3,1. 


13.21. Iš švininių rutuliukų, kurių skersmuo lygus 4 mm, liejamas vienas 4 cm 
skersmens rutulys. Kiek rutuliukų tam sunaudojama? 


13.22. Raskite mažiausio tūrio kūgio, apibrėžto apie spindulio R pusrutulį, aukš- 
tinę. Kūgio pagrindo centras sutampa su pusrutulio centru. 


SU-I. GEOMETRIJOS KURSO UZDAVINIAI 


1-4. Remdamiesi atitinkamu paveikslu apskaičiuokite nurodytus dydžius: 


L C 2: 


Apskaičiuokite: x; y; S 


A AEC’ 


Apskaičiuokite: MN; S 


-— Taškai M ir N — trapecijos įstrižainių 
vidurio taškai. Apskaičiuokite: MN; S 


A MNO' 


5. Remdamiesi atitinkamu paveikslu apskaičiuokite: pjūvio plotą, šoninio pavir- 
šiaus plotą, tūrį. 


a) 


A 2 B 
gretasienis gretasienis Taisyklingoji prizmë 


Statusis 


Staciakampis 
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Taisyklingoji 
Ritinys piramidė 


6. Įrodykite, kad lygiagretainio plotas lygus jo kraštinių ilgių ir kampo tarp jų 
sinuso sandaugai. 


SU-II. GEOMETRIJOS KURSO UŽDAVINIAI 


1. Iškilojo 100-kampio vidaus kampų suma lygi: 
A 169205; B 171009; C 172809; D 174609; E 17640“. 


2. Į rutulį įbrėžtas ritinys, o į ritinį — rutulys. Tų rutulių tūrių santykis lygus: 


A 23: B EEE CAB DA/Z E 4j 

3. Trikampio kraštinės yra 4 cm, 6 cm ir 9 cm ilgio. Koks tai trikampis? 
A Lygiašonis. B Statusis. C Smailusis. 
D Bukasis. E Nėra teisingo atsakymo. 


4. Kai lygiakraščio trikampio plotas lygus 644/3 cm?, tai jo perimetras yra: 
A48cm; B 32cm; C 64cm; D 16cm; E 96cm. 
5. Kubas, kurio viso paviršiaus plotas lygus 96 cm?, supjaustytas vienetiniais 
kubeliais. Kiek tokių kubelių gauta? 
A 48; B 32; C 64; D 16; E 96. 
6. Siūlo ilgis lygus tam tikro kvadrato perimetrui. Kai nuo vieno jo galo nukirpo 
40 cm, šis siūlas pasidarė lygus perimetrui kito kvadrato, kurio plotas 9 kartus ma- 
žesnis už pirmo kvadrato plotą. Kokio ilgio siūlas buvo iš pradžių? 
7. Trikampio viršūnės dalija apskritimą į tris lankus, kurių ilgių santykis 1 : 2 : 3. 
Raskite trikampio perimetrą ir plotą, kai apskritimo spindulys lygus 4 cm. 


8-11. Remdamiesi atitinkamu paveikslu, apskaičiuokite nurodytus dydžius. 
9, 


Taisyklingasis 
šešiakampis 


Apskaičiuokite: r, S 


Apskaičiuokite: r, R, S, S AC, BD. 


A MNP A ABO? 
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Statusis gretasienis Piramidė, kurios visos briaunos lygios. 
Apskaičiuokite: BD,, S, V Taškai M, N, P — briaunų vidurio taškai 
ir AB lygi 10 cm. 
Apskaičiuokite: x, y, z, Sy 


12. Įrodykite, kad rombo plotą S galima apskaičiuoti pagal formulę S =a? sin a; 
čia a — rombo kraštinės ilgis, o 4 — kampas tarp rombo kraštinių. 


KU-I. PRISIMINKIME VISĄ MATEMATIKOS KURSĄ 


l. Kai a = 1/3 , reiškinio (2—1)((2+1)- Ja )[(a +1)+ Va) reikšmė lygi: 


A 3; B. 2: C 1: D 9; E 6. 

2. Lygtis x? + bx +c = 0 turi lygius, bet priešingų ženklų sprendinius, kai: 
A b»50irc»0; B b50irc«0; C b>0irc=0; 
D b«Oirc«0; E b-0irc«O. 


1 
3. Nelygybés — < Vx sprendiniai yra: 
x 
A (01; B (055 C (1; =);  D(O 9»), x*0 E (=s; 0). 
4. Duota funkcija f(x) = x* + 2x?. Reikšmių f(2) ir f(-2) geometrinis vidurkis 
lygus: 
A 24; B 12; C 48; D 6; E 36. 
5. Duota funkcija f(x) = x? — 3x. Reikšmių f'(2) ir f'(-2) aritmetinis vidurkis 
lygus: 
A 3; B 6; C 9; D 12; E 15. 
6. Ant kortelių užrašytos penkios raidės (K, Ė, S, L, A). Tikimybė, kad atsi- 
tiktinai sudélioje šias korteles vieną šalia kitos gausime žodį KLASE arba SEKLA, 


lygi: 
ge 1 1 1 1 


Se Lg Fc ebe? SE 
30 120 90 60 180 
7. Kokią pinigų sumą turėsime po 2 metų, padėję į banką 2000 Lt su 3 6 
metinių palūkanų? 
A 2121,6; B 2121,4; C 21212; D 21218; E 2121. 


A 
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8. Funkcijos f(x)=-2 SE didžiausia reikšmė lygi: 


A 4; B 1; C 2: D 0,5; E 0,25. 


15 
9. Kai sina = 17 ir 90? < a < 1805, tai sin 2a lygu: 


289' 289' 289' 289' 289' 
10. Lygties 2“ ^^ = 1 sprendinys yra: 
A -2; B -4; C 4: D 0; E 2. 
11. Apskaičiuokite: 
a) (1-42) «(1-42) ; b) 12-245: c) CEDERE 


d) log, > + log, 9-log, 1; e) 15 sin 15? cos 15°; f) sin 210? — cos 120°. 


12. Išspręskite lygtis: 


a) x -4x - 420; b) (2x + 4)(6 - x) = 0; c) xš - 2x? = 0; 
d) Vx (x? -25)=0; e) 02532 - 1 = 0; p 4a 
X —X 


13. Išspręskite nelygybes: 


a) x -3x < 0; b) 5* «o; c) Vx (x -4)>0. 
x+4 


14. Išspręskite lygtis: 

a) dr - eege 1; b) 2:* 2-2: = 96; c) 27** 22, 
15. Išspręskite lygtis: 

a) Ig(x-5)=2; b) log, x + log, 4x = 4; c) log x = log, x. 
16. Išspreskite nelygybes: 

qs aq: b) Ig x » 1- g 5; c) 1g? x> lg x. 
17. Išspręskite lygtis: 


a) sin2x =; b) sin2 x — cos2 x = 0; c) sin? x - 2 sin x = 0. 


18. Nubraižykite funkcijos grafiką: 
a) y= 2x +2; b) yzx!-4x + 4; c) y=VX+2. 


19. Raskite kampą x: 
a) b) 


c7 
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20. Apie apskritimą apibrėžta lygiašonė trapecija, kurios perimetras lygus 
80 cm, o smailusis kampas yra 30“. Raskite trapecijos plotą. 


21. Trikampės piramidės MNPQ kiekviena briauna lygi 10 cm. Apskaičiuokite 
piramidės paviršiaus plotą ir tūrį. 


22. Raskite Ox ašies tašką M, vienodai nutolusį nuo taškų A(-2; 4) ir B(4; 6). 


23. Apskaičiuokite suma 1+11+111+...+111...1 
—— 


11 vienetų 


24. Keturkampis ABCD — stačiakampis. Įrodykite, kad jo plotą S galima apskai- 


čiuoti pagal formulę S = ¿Bp? sin & = : AC? sin a; čia œ — kampas tarp įstrižainių. 


KU-II. PRISIMINKIME VISA MATEMATIKOS KURSĄ 


5a+3 7a+4 


1. Reiškinys 2(a«1) 3(a+1) lygus: 
& =. Bail g 5. D 6; El 
a+1 a+1 6 


2. Kurios kvadratinės lygties sprendiniai yra skaičiai /5-4B ir SA? 
A x'4245x-220; B x!«245x4220; | C 1x7-2V5x+2=0; 
D x'-542x42-20; E x!«542x42-0. 

3. Kai X? < 2x, tai: 

A x>0; B x»2; C 0«x«2; D -2 <x <0; E 2<x< o, 


4. Kiekvienos taisyklingojo šešiakampio kraštinės ilgį sumažinus 1 96, šešia- 
kampio plotas sumažės: 


A 0,199 G; B 1,99 G; C 0,99 G; D 0,121 96; E 1,21 4. 
5. Parabolés y = =x? + 6x — 6 viršūnės koordinatės yra: 
A (3; 3y; B (-3; 3); € G; 3) D (6; 3); E (3; 6). 
3 
6. Jei sin E ir one tai tg O lygus: 
A däi B 453; C 5: D 5. E s. 
. Išskaidykite reiškinį (2x - 4)? - (x - 4)? dauginamaisiais. 


. Parašykite redukuotaja kvadratinę lygtį, kurios sprendiniai būtų 42 -1 ir 


Užpildykite lentelę ir 


sin 120° |sin (-405?) | cos (-300?) 


apskaičiuokite reiškinio sin 120? — sin (-405“) + cos (-300“) - tg 135? reikšmę. 
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10. Lygties 2x2 + mx — 3 = 0 vienas sprendinys lygus 3. Raskite koeficientą m. 
11. Išspręskite lygtį: 

log, (2-6) 2 1. 
12. Išspręskite nelygybę: 

(x2 — 4)G(x° + 4) < 0. 


13. Raskite rombo ABCD viršūnės C koordinates ir apskaičiuokite jo plotą. 


14. Funkcijos y = f(x) grafiko eskizas 


pavaizduotas paveikslėlyje. 


D 


Nurodykite funkcijos: 

a) x reikšmių aibę, su kuriomis f(x) < 0; 
b) ekstremumų taškus; 

c) didėjimo ir mažėjimo intervalus; 

d) mažiausią reikšmę intervale [-2; -1]. 


15. Trapecijos MNPO įstrižainės susikerta taške O. Atkarpų OM, ON, OP, OQ 
vidurio taškai paeiliui sujungiami atkarpomis. Raskite gautosios figūros plotą, kai 
trapecijos MNPO plotas lygus 0,25 m2. 


16. 45 matematikos baigiamojo egzamino darbai užkoduoti dviženkliais lyginiais 
skaičiais. Atsitiktinai paimtas vienas darbas. Apskaičiuokite įvykio A ir jam priešingo 
įvykio A tikimybę, kai 4 — „paimtas darbas, kurio kodas 4 kartotinis“. 


17. Mokytojas savarankiškam darbui parinko 5 uždavinius. Kiek skirtingų sava- 
rankiško darbo užduočių jis gali sudaryti po 2 arba po 3 uždavinius? 


18. Tetraedro ABCD visos briaunos lygios 4 cm. Taškai E ir F atitinkamai yra 
briaunų AB ir CD vidurio taškai. Apskaičiuokite: 
a) trikampio CDE plotą; 
b) piramidės tūrį. 
19. Dviejų apskritimų, kurių centrai O, ir O,, bendra styga lygi 8 cm. Ji yra 
į vieną apskritimą įbrėžto kvadrato, o į kitą įbrėžto lygiakraščio trikampio kraštinė. 
Raskite atstumą O,O,. 
20. Keturkampis ABCD — lygiagretainis. Įrodykite, kad: 
AC? + BD? = (AB? + AD?). 
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KU HL PRISIMINKIME VISA MATEMATIKOS KURSĄ 


1. Funkcijos y=+/2x -/-2x apibrėžimo sritis yra: 


A 0; B (0; =»); C (~; 0, D (~; 0) E 0. 
2. Jei 22002. 4202. 82 = 32 . 32, tai x lygus: 

A 247,2; B 722,4; C 24,72; D 72,24; E 227,2. 
3. Kai x° < 9, tai: 

A x<+3; B x23; C x€3; D -3«x«3; E GER) 
4. Jei /1036— x +/4+ x =36, tai reiškinys J(1036— x)(4- x) lygus: 

A 124; B 126; C 128; D 130; E 132. 


5. Duotos dvi funkcijos f(x)= L ir g(x)= =. Kai f(a) = 4, g(b) = 3, tada f(-a) — 
-g(-b) lygu: 
A 1; B 3; C 4; D 6; E 7. 
6. 2048 mm ilgio juostelė perkirpta pusiau. Jos pusė vėl perkirpta pusiau. Šitaip 
karpoma daug kartų. Kiek kartų reikės kirpti, norint atkirpti 8 mm ilgio juostelę? 
A 10; B 8; C 9; D 12; E 13. 


7. Išskaidykite reiškinį x* + 5x? 9 dauginamaisiais. 


8. Apskaičiuokite reiškinio Ja? +a +0,25 + Ja? -a+0,25 reikšmę, kai 
a = 0,20044002. 
9. Parabolės y = ax? + bx + 2 viršūnė yra taške V(-2; 4). Raskite koeficientus a ir b. 
10. Kokiu santykiu apskritimas x? + (y - 2)? = 4 dalija keturkampio ABCD plotą, 
kai jo viršūnių koordinatės — A(2; 2), B(-2; 2), C(-4; -2) ir D(4; -2)? 


11. Konkurso dalyviams pateiktas 30 klausimų testas. Už kiekvieną teisingą atsa- 
kymą į testo klausimą skiriami 9 taškai, už neteisingą — nubraukiama 13 taškų. Kiek 
teisingų atsakymų pateikė konkurso laimėtojas, jei jis surinko 94 taškus? 


12. 100 m sprinto varžybose dalyvauja 6 sportininkai. Keliais skirtingais būdais 
jie gali pasiskirstyti (ta pati vieta keliems bėgikams neskiriama): 
a) vietomis; b) tris prizines vietas; c) pirmą, antrą ir trečią vietas? 
13. Sunaudoto benzino kiekis (šimtui kilometrų) apskaičiuojamas pagal formulę: 
1 
K(v)= 
(+) 1000 
a) Apskaičiuokite K(60) ir K(150). 
b) Nubraižę K(v) priklausomybės grafiką nurodykite greitį, kuriuo važiuojant 
benzino sąnaudos mažiausios. 


(v-100) +8, kai 60 < v < 150. 


14. 8501 benzino norima išpilstyti į 75 1 ir 100 I talpos indus. 75 1 indas kainuoja 
10 Lt, 1001 — 15 Lt. 


a) Ar visus indus galima pripildyti sklidinai? 
b) Jei galima, tai raskite pigiausią indų komplektą. 
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15. Išspręskite lygtį: 


5 


16. Parašykite formule, kuri išreiškia paveiksle nuspalvintos trapecijos plota. 


log? x+1 S 
p = (6,25). 


17. Remdamiesi paveikslu apskaičiuokite nežinomus 
dydžius: AC; BD; EC; S, ic 


18. Kubo ABCDA,B,C,D, įstrižinio pjūvio plo- 
tas lygus 1642 cm?. Per viršūnę B, briaunų AA, 
ir CC, vidurio taškus E ir F nubrėžę pjūvio plokš- 
tumą, apskaičiuokite: 

a) gautojo pjūvio plotą; 

b) gautojo pjūvio perimetrą. 


A 


19. Į kūgį įbrėžtos piramidės pagrindas — statusis trikampis, kurio smailusis 
kampas lygus 30°. Raskite kūgio ir piramidės tūrių santykį, kai kūgio pagrindo spin- 
dulys lygus 4. 


20. Įrodykite, kad iškiliojo keturkampio ABCD plotą S galima apskaičiuoti pagal 
formulę: 


S= Zac -BD sing; čia 4 — kampas tarp AC ir BD įstrižainių. 


KU-IV. PRISIMINKIME VISA MATEMATIKOS KURSĄ 


"ET VIS WIVES 
1. Skaičiai S ir S ss; yra 


A Lygus. B Priešingi. C Racionalieji. D Atvirkštiniai. E Neigiamieji. 
2. Skaičiaus 374 paskutinis skaitmuo lygus: 
A 1; B 3; €: 9; D 7. 
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EE 
2-sin2 


3. Integralas J (2-sin2)dx lygus: 


0 


A. Ze B lir2; C 2-sin2; D sin 2 - 2; E 1. 
4. Nurodykite funkciją, labiausiai atitinkančią y^ 

paveikslėlį: 

A y=|x|(x+4); B y=x|x+4|; 

C y=|x (x +4)J; D y--x|4- x|; 

E y- x|x = A š 0 4 T 
5. Keliuose taškuose susikerta funkcijų 


y = cos 0,25x ir y 2 -0,5 grafikai, 
kai x e [-4n; 4n]? 
A 3; B 4; EI: D nesikerta; E2. 
6. Tetraedras, kurio kiekviena briauna lygi 5 cm, supjaustyta į tetraedrus, kurių 
kiekviena briauna lygi 0,5 cm. Kiek bus pagaminta mažų tetraedrų? 
A 1500; B 1000; C 100; D 25; E 2500. 


7. Išskaidykite reiškinį x* + 3x? + 4 dauginamaisiais. 


8. Su kokia m reikšme lygties x^ + 6x + 2(m — 2) = 0 sprendinių suma lygi jų 
sandaugai? 


9. 9501 benzino norima išpilstyti į 75 I ir 100 I talpos indus. 75 I indas kainuoja 
10 Lt, 1001 — 15 Lt. 
a) Ar visus indus galima pripildyti sklidinai? 
b) Jei galima, tai raskite pigiausią indų komplektą. 


10. Išspręskite lygtį: 
x 
log, x- log, 4^ 2. 


11 Sin x + cos x 


. Apskaičiuokite „kai tg x = 12. 


sin x — cos x 


12. Trikampio viršūnės yra taškai A (-4; 4), B (4; —4) ir C (2; 2). Apskaičiuokite: 
a) trikampio ABC plotą; 
b) trikampio ABC kampų kosinusus. 


13. Taškai A, B, C vienetinį apskritimą, kurio centras O, dalija į tris lygias dalis. 
Apskaičiuokite: 


a) |04|+|08); b) |04+0B 


; c) |[0A+0B+0C]. 


M. Duotas kvadratas ABCD, kurio plotas lygus 36 em", ir lygiašonis trikampis 
BCE (BEC = 60°). Raskite: a) trikampių ABE ir DCE plotų suma; b) trikampio ABE 
perimetrą. 
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15. Taisyklingojo šešiakampio formos plokštės kraštinė lygi 20 cm. Plokštė ap- 
kraštuota rėmeliu, kurio plotas toks pat, kaip ir plokštės. Apskaičiuokite rėmelio 
plotį a. 


16. 100 m sprinto bėgimo varžybose dalyvauja 8 sportininkai. Jie vilki marš- 
kinėliais, kurių numeriai — 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 ir 8. Apskaičiuokite įvykio tikimybę 
(visų sportininkų galimybės vienodos): 

a) A— „nugalėtojas bus sportininkas, kurio marškinėliai pažymėti numeriu 6“; 
b) B — „nugalėtojas bus sportininkas, kurio marškinėlių numeris pažymėtas 
pirminiu skaičiumi 8“. 

17. Raskite stačiakampio gretasienio formos dėžutės tūrį, jei jo sienų plotai lygūs 

4 dm?, 16 dm? ir 36 dm?. 


18. Parašykite formulę, išreiškiančią paveiksle nuspalvintos trapecijos plotą. 
19. Sunaudoto benzino kiekis (šimtui kilometrų) apskaičiuojamas pagal formulę: 


K(v)=— _(v-80) +8, kai 60 < v < 130. 


1000 
Apskaičiuokite K(60) ir K(130). KA T 
Nubraižę K(v) priklausomybės grafiką nuro- 
dykite, kuriuo greičiu važiuojant benzino sąnaudos 
mažiausios. 
2 + 
20. Trys vienodi ritiniai, kuriu pagrindo spindu- 40 km 


lys 10 cm, liečia vienas kitą (žr. paveikslą). 
a) Kokio spindulio ritinys telpa tarp jų? 
b) Kokio tūrio ertmė susidariusi tarp ritinių, 
kai ritinio aukštis 20 cm? 


21. Įrodykite, kad trikampio ABC kampo A pusiau- 
kampinės /, ilgį galima apskaičiuoti pagal formule: 


A E 
[anm 
` AB+ AC 
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ATSAKYMAI 
1. SKAIČIŲ TEORIJOS ŽINIOS 


1.1. 825. 1.2. 1001. 1.3. 3,4176 - 1079. 1.4. a) (1236; 891000; 7520); b) (342; 1236; 3222; 
98721; 891000); c) (342; 3222; 98721; 891000). 1.6. AB = 2, AC = 14, BC = 16. 1.7. [-2; 10]u 
U[-4; 8] = [-4; 10], [-2; 10]o[-4; 8] = [-2; 8]. 1.8. M(0; 4). 1.9. (x + 2 + (y - 4) = 16. 1.10. 606. 
1.11. 2300 Lt. 1.12. 120 9c. 1.13. 25 %. 1.14. 65,7 %. 1.15. 48,8 %. 1.16. 32 95. 1.17. 5 %. 1.18. Sta- 
čiakampio plotas mažesnis už kvadrato plotą. 1.19. a) 1; b) -512; c) 256; d) 17; e) 9; f) 2; 
g) 1; h) 2. 120. a) 5V5 >4V6; b) 53/2 2245 ; c) 35 < $/36. 


-81 
SU-I. 1. D. 2. E. 3. A. 4. B. 5. a) 2; b) VZ; c) -3. 6. a) 9"! < z ; b) 444 » 34/4. 
7. a) M(-2; 0), N(0; 2); b) 16. 8. 55 ir 35. 9. a) $,22, Ausl b) S,=1, S,=4. 
10. a) (x + 4)2 + (y + 4)2 = 32; b) (0; 0), (0, -8). 
SU-II. 1. B. 2. D. 3. C. 4. A. 5. 35 ir 55. 6. 1 Lt 95 ct. 7. 24975. 8. [-2; Out: 0,25]. 
„12. a) 63/2 >44/3; b) /2004 + /2002 < 


9. a) L 
a+5 


«242003. 13. a) 6; b) 7. M. a) 1; b) 4; c) 0,74; d) um. 15. a) 44-21; 
b) 0,52 (43 +1); c) -3(V6 +1). 


2. LYGTYS. KAI KURIE JU SPRENDIMO BÜDAI 


2.1. a) 0,75; b) 0; 1; c) -/2; 0; V2; d) -2; 2; e) 6; 2; f) 1. 22. x? - (V2. J3)x 46 +0. 
23. 2 - 3x + 1 = 0. 24. x? + xi = b! -2c. 25. a) (4; 4); b) (5; 5); c) Ø. 26. 2; -1. 27. a) 2, 
—0,5, 0,5, 2; b) 22; 2; 1. 2.8. —7. 29. 6. 2.10. x^ - 222 +m = 0. 2.11. m= 1,5; n 2 -0,5. 2.12. a) -6; 
-2; b) -3; 3; c) -1; 7; d) 3; e) -35 2; f) -1,542; 1,542. 2.13. a) -3 11; 3411; b) 62; c) 2; d) Ø; 
e) 25; f) 0. 2.14. a) 4; 3; b) Ø; c) 0,4; d) -0,5; 0,5; e) -1; f) 3; g) 1; h) -1; i) 0; 0,5; j) 2; k) 1; 


1) -3; 1. 2.15. a) —5; 5; b) 0; 1; c) V6; d) 9; e) 0,1; 10 000; f) 27; 2. 116.3) 5 ZE, ke Z; 


b) 7n + 12nk, k e Z; c) Ø. 2.17. a) +n + 3nk, k € Z; b) "e Z; n+2nk,k e€ Z; c) n 2nk, 


n nk „1-1 
4 


ke Z. 2.18. a) 3nk, ke Z; Ke ke Z; jtm ke Z; c) 2- (-1)* arcsin + 2nk, 


ke Z. 2.19. a +E + 2mk, ke Z; b 2nk, ke Z. 2.20. a) arct d bskduemb Tk kez: 
4 Ë 3 


SE 
2 arcsin LE ke Z; c) arctg (V5 -1) + n&, ke Z; -arctg (15) + nk, k e Z. 


3. UŽDAVINIŲ SPRENDIMAS SUDARANT LYGTIS AR LYGČIŲ SISTEMAS 


3.1. 8 ir 18. 3.2. 40 sunkvežimių. 3.3. 324 ha rugiais, 74 ha kviečiais, 34 ha miežiais. 
3.4. 12,5 km/h. 3.5. 90 km/h. 3.6. 16 m/s. 3.7. 1,92 h. 3.8. 625 Lt. 3.9. 216. 
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4. KAI KURIE NELYGYBIŲ SPRENDIMO BŪDAI 


4.1. a) (=s; 0)U(2; =); b) (3; 1); c) (~; OJU[O,5; >); d) [0; e); e) (0; =); f) [-3; 3]. 

42. a) [G3] b) (=; 0); c) (-2; -Du(t; 2); d) (4; 2]; e) (==; Akti: 2]; 
f) [-4; -1)U(-1; 1)O(1; 4]. 4.3. a) [-6; -2]; b) (-1; 5); c) B; d) (-1; 7); e) (—2x; 0); f) (-3; 3); 
g) Gesi 0)_(8; œ); h) Ges: 1)U(3; œ); i) R. 4.4. a) -2; -1; 0; 1; 2; b) 0, 1, 2, 3, 4; c) 1, 2, 3, 
4, ...; d) 0, 1, 2, 3, ...; e) nėra; f) 2, 3, 4, 5, ... . 4.5. a) (—s; 1,5]; b) (0; 1); c) (-3; 3); d) [-4; 0]; 
e) (-1; 1); f) [3; e). 4.6. a) Le: Du: e); b) (0; 2); c) (>; -1- V6)u (-1+ V6; =); 
d) Ges 0); e) (3; 1); f) (~~; ee). 4.7. a) (22,5; 2,5); b) (0; 1); c) Ø. 4.8. a) (4; œ); b) (2; e; 
c) (4; œ). 4.9. a) Gesi O]u[1; œ); b) Ges O)u(1; œ); c) (0; œ). 4.10. a) [2; e); b) (1; 
10); c) (e°; =); d) (12; =); e) Ë E EJ f) (-3; 24). 4.11. a) (0; 0,01)U(100; =>); b) (1; e); 
c) (7e; -2- J5)o (22 + 45; >); d) H ve kp œ); e) (10; 22,5); f) (e; œ). 4.12. a) U 
Ze: ; b) (0; 2)U(4; œ); c) E 10) 4.13. a) LA M ke Z; b) 24 
e 4 4 6 


ene Dt, ke Z; c) S enkexe +n, ke Z; d) E enkexe nt, ke Z; 


e) z+ Ank «x < 2n+ Ank, ke Z; f) ŽE y ank S x< T + 2nk, ke Z. 4.14. a) besen 
*2nk;x- nk, ke Z; b) 2nk < x < n + 2nk; x= +k, ke Z; c) + 2nk < x < 2n + 2nk; x 4 


4 nk, ke Z. 4.15. E ll 


SU-I. 1. D. 2. C. 3. A. 4. D. 5. C. 6. D. 7. B. 8. B. 9. 4. 10. a) (-e; -2]U[2; sel 
b) [0; 4]; c) Ges OJU(1000; <<). 11. 51,4 %. 12. 200 km. 13. 60 m, 80 m. 14. 0 ir 4. 15. 0, 125. 


SU-Il. 1. D. 2. C. 3. C. 4. C. 5. C. 6. B. 7. B. 8. C. 9. -0,542; 0; 0,542. 10. (-2; 2). 
11. 7. 12. 10, -8, -6 arba 6, 8, 10. 13. 100. 14. Sumažėjo 64 %. 15. 3 m, 27 m. 


5. SEKOS. ARITMETINĖ IR GEOMETRINĖ PROGRESIJA 


5.1. 200. 5.2. 990, 5,3, G) 5.4. Įrodymas. Pagal aritmetinės progresijos savybę: 


-mpn > pn + mn = 2mp|+ mp €» mn + np + mp= 3mp. 5.5. Nurodymas. 


a 
n 


| 2 | 4 
Taikykite a, „ašių savybę. 5.6. Įrodymas. E + 88.8 4 99...9, | +2. 9 x 


šešetai 33-aštuonetai 3 33-devynetai 
x 99,9 = ng -1) +2(10* Dr -1)- 44.4 . 
33- devynetai 9 9 66-ketvertai 


8 91 


SU-I. 1. B. 2. B. 3. A. 4. B. 5. 28. 6. 525 000. 7. 5%, 8. a) A DEDE 


25(2-10% —101) 
81 
SU-II. 1. A. 2. D. 3. C. 4. E. 5. 0,75. 6. 625. 7. 43127. 8. 3050 m. 9. Po 2 metų. 


9. a) 122,5 m; b) 6s. 10. 20736 Lt. 11. 75. 12. . 13. D 


10. dl 11. 289. 12. 1. 13. 2. 
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6. VEKTORIAI. KOORDINAČIŲ METODAS, JO TAIKYMO PAVYZDŽIAI 


6.1. a) AE = BE -245, todėl trikampis ABE — lygiašonis; b) Nurodymas. Įrodykite, kad 
vektoriai AD ir AE — kolinearūs; c) Nurodymas. Įsitikinkite, kad AD =BC ir vektoriai 
AB,DC — kolinearūs; d) y =x, y = 1, x = 1. 6.2. a) y = 0,25(x —4)2 + 4; b) y=— + 8; c) -0,5V2; 


d) (x - 4? + (y - 4? 2 32; e) (0; 0), (0; 8), (8; 0). 6.3. a) y= Ža 3-8 b) k. o} 


2 
LS o} (-1; -9,5); d) (x - 2} + (y - 4} = 160. 6.4. a) cos Z A FC = E cos ZA EC = 


E sin Z A,FC = sin ZAgc - P. b) P-4(J2- 5). S = 28. 6.5. a) -8; b) -24; c) 0. 


6.6. 442. 6.7. a) 4; b) -1042. 6.8. al V3; V3; V3}, a[-43; - 3; - v3}. 6.9. a) SÉ b) 4 


arba 3. 6.10. a)x=1,y=2; b) x 22, y 2 2. 6.11. cos ọ = = DEE g > 90°. 6.12. cos ọ = X 


3V6 


Iš čia: g < 90°. 6.13. a) (4B + BC) = AC, AB +2AB-BC +BC = AC, AB +BC = AC „nes 


2AB -BC =0. Gauname AB? + BC! = AC: b) Nurodymas. Remkitės lygybe AM“ Ja, 
2 
mi „čia AM -m,. 


SU-I. 1. A. 2, D. 3. D. 4 B. 5. D. 6. A. 7. a) AM = lel Li, BN - 34150) -$ 


8. a) AM - dbi AN ebe Ser AP=-15+8; b) 50, 100. 9. = 
SU-Il. 1. A. 2. A. 3. E. 4, A. 5, D. 6. A. 7. 0. 8. a) AB= BC; b) 30; c) E 0) [° E) 
9. a) AM =žū+b, AN -à «b 72, EI *b 6; b) 5, 8. 10. a) y=-0,25x- 1, y =0,25x - 


- 1; b) cos (AD, AB)- 2 


7. FUNKCIJA. FUNKCIJOS SAVYBĖS. iih PAVYZDŽIAI IR JU GRAFIKAI 


7.1. y=sin|x| ir y 2-cos|x|. 7.2. y = cos SEI a) D(y) = (=s; e°), E(y) = Lee: 1], (-2; 0), 


(0; 0); b) D(y) 2 te =»), Ely)= (=s; =), p 0), (2; 0); c) Zr. b) atvejo atsakymus. 
7.4. a) (0; 1); b) (0; 2); c) (~; -1)u(1; e). 7.5. Ges -1]. 7.6. a) y 2x?, kai x 20; b) y = 1 + log, x; 
c) y= >+2. 


SU-I. 1. C. 2. C. 3. D. 4. B. 5. D. 6. C. 7. D. 8. D. 9. D. 10. a) f(x)=0,25/3x2, x> 0; 
b) f(x) =<, x>0; c) f) =x- 2x + 1, x> 1; d) f(x)=0,5/2x2, x > 0. 


SU-II. 1. C. 2. A. 3. C. 4. D. 5. a) (02)? > (0,2)12; b) (1,2)%2 > (1,2)5; c) log, 2 < log, 2. 6. 4. 
3 
7. T (C°) — 100, 60, 40, 30, 25, 22,5, 21, 25. 8. a) SEN? ut (0; 1). 11. a) 0,5, 0,5; b) 2; 
1 SH Sa 
c) 2; d) 0,5; -3. 12. a) -10, 10; b) 3+ 11,3 -V11 ; c) 9; 81; d) 16; e) v10; f) 10 7, (01) 2 . 
13. (0; 3°)U(35; e). 
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SU-III. 1. D. 2. D. 3. D. 4. C. 5. a) sinŽ > sin?7; b) cos > sin Z. 6. sin 270°, sin 200*, 
sin 720°, sin 165°, sin 75°. 7. a) -0,75; b) 0,5. 8. 06,543. 9. 3. 10. a) R, x "e k e Z; 
b) [2nk; n + 2nk], ke Z. 11. a) [-2; 2]; b) [1,5; 2,5]. 13. a) T m. ke Z; b) 5 e kem 
c) ar inda ZE E ke Z; d) , ke Z. M. a) -J2&m«2; b) [-42; -1]u[t; 


42]. 15. 1. 


8. FUNKCIJOS IŠVESTINĖ 
8.1. a) D(y) = R, E(y) = [0; <), lyginė, kai x e Ges 0) — mažėja, kai x e (0; +) — didėja, 
f(x) > 0, kai xe R, x # 0, f(x) < 0, nėra x-su, f(x) > 1, kai x e (—=; -1)U(1; œ) ir f(x) < 1, kai 


xe Cl 1): b) D9)-|-35 ŽE |, E0) =[-1 1] — nelyginė, kai «IM z- 


mažėja, kai xe E A — didėja, f(x) >0, kai xe É | (0; z), f(x) < 0, kai xe (-1; 


dÉ E | f(x) > 1, nėra x-sų ir f(x) < 1, kai «A x25; c) DY) = R, EY) =R, 
nelyginė, kai x € (—ee; +) — didėja, f(x) > 0, kai x e (0; œ), f(x) < 0, kai x e (—e; 0), f(x) > 1, kai 
xe (1; e) ir f(x) < 1, kai x e (—s; 1); d) D(y) = Lac, E(y) = [-1; 1], lyginė, kai x e [-1; 0) — 


didėja, kai x e (0; z] — mažėja, f(x) > 0, kai eC) f(x) « 0, kai xe|- «-5 DE 


f(x) > 1 — nėra x-sų, f(x) < 1, kai x e [75 n], x # 0. 8.2. a) Ges ee); b) [0; sel c) Ges 0]; d) [0; 


eo), x # 6; e) R, xe Link ke Z; f) Gei 0)U(4; œ). 8.3. a) y = 2x, y = 1,y 2 2x + 4; b) y 2 —4x + 5, 
yz4x«5.84.x 2-1, x 20, x= 1. 8.5. x 2 2, x= —2,5. 8.6. 31. 84. a) D(y) = [-5; 5]; b) D(y)= 0; 


1 = x 8.9 nk 
c) R, x 20, x 22. 8.8. a) f'z-12(4- 2x); b) y=- Lv Pr uer .9. a) 2" 


keZ; dE r = , ke Z; 95 „ke Z. 8.10. a) kai xe (—; 2) — mažėja, kai x e (2; +) — didėja, 


b) kai xe = -l)u(l; x — didėja, kai x e (-1; 1) — mažėja; c) kai x e (—e; -1)U(0; 1) — 
didėja, kai xe (-1; 0)U(1; e») — mažėja. 8.11. a) 4 sprendinius; b) 4 sprendinius; c) 1 sprendi- 


nys. 8.12. a) 6 sprendinius; b) 3 sprendinius; c) 4 sprendinius; d) 4 sprendinius. 


8.13. a) max f(x)= f(-1)= 1, min f (x) = f(4)2 24; b) max f (x)= f(1)=1, min f (x)= 


-£(2)=025; d maxf(x)- f B dë d Ja EX S 


E B 
SUL 1. C. 2. C. 3. A. 4. D. 5. JEJE a) f'(x) e 4x + 
+10x-6/2; b) f'(x)- 8 -4x; c) f'(x)2 x' Inn+2e7* -2e; d) f'(x)«e "nsns 


L 8. o(2) = 4 rad/s. 9. a) f'(x)«0, kai eo) b) f'(x)«0, kai xe R; 
x 
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c) f'(x) « 0, kai aps ei 10. 1. 11. 18. 13. a) s(1)= J(100—60r) +900; b) po 1 h 
b 2 kai h Hb 
arba po Vs c) 1 ) 
SU-II. 1. A. 2. E. 3. E. 4. B. 5. x=-1. 6. a) f'-9(x Us -3x)'; b) g/2 6x^; 


c) f'2cosx.e*; d) g'=2(x+sinx)(1+cosx). 7. a) (s; -1)u(1; =); b) Get -2)u (0; sch 


c) nk; n + 2n), ke Z. 8. y -x - 0/75. 9. f'(-1)- f'(1)- 30. 10. B 12. 53x10. 13. 100. 


9. INTEGRALAS. INTEGRALINIS SKAICIAVIMAS 


5 3 3 
9.1. a) —-—— +c; b) E apa c) Žž cos 6x+4 sin 0,25x +c; d) 209 +e +c; 
5 3 3 A 6 
(1-1) -1y (1 za 2xdx x nm -— Yr ` 
5 


*c;g) — CUPRUM E de xs i) x sin 44 c. 9.2. a) 


— sf) = 
2x x í 
Eu A 


ex — 


1 
2 


1 1s e 
+c; c) >x ysinx+c; d) gsinBr ec; e) -cos x + c. 9.3. F(x) = 


2 
- p- S+: 9.4. dE kv. vnt.; b) 2r. 9.5. a) = 2 kv. vat; WW Š kv. vnt.; c) 8- iv. vnt.; 


d) 1 kv. vnt. 


SU-I. 1. B. 2. C. 3. D. 4. A. 5. A. 6. D. T. S= 55 S, = 55. Sa = 62, 8 a) Š; 
b) Tsin3x-CsinSx+c. 10. 10.2. 


SL 1. A. 2. D. 3. D. 4. A. C. 6. S =2, $,-1 S421. 7. a) = 


> “II 
10.142- 
6 2 


dA ; b) -2 ctg 2x +c. 


9. 35-121n6 


10. KOMBINATORIKA 


10.1. a) 2925; b) 990; c) 6930. 10.2. 20. 10.3. a) 120; b) 720; c) 96. 10.4. a) 90; b) 180. 
10.5. a) 210; b) 462; c) 638. 10.6. a) 56; b) 84; c) 9. 10.7. a) 300; b) 1800. 10.8. a) 120; b) 360; 
c) 5040. 10.9. a) 40; b) 1; c) 256. 10.10. 130340. 


SU-I. 1. C. 2. D. 3. A. 4. 4. 5. a) 300; b) 936. 6. a) 66; b) 1320. 7. 15. 8. 45. 
9. 13500. 10. Galima sudaryti 6 skirtingas sistemas. 


SU-II. 1. E. 2. C. 3. E. 4. a) 10; b) 26. 5. a) 153; b) 675. 6. a) 9; b) 756. 7. 891. 8. 33. 
9. 220. 10. 1716. 11. Galima sudaryti 4 skirtingas sistemas. 


11. Polio TEORIJOS PRADMENYS 


1 3 5 1 
DE EE DES z ; b) Tr; O qq. MA. ze, 115. a) 20,934; b) -0,0008; 


c) «0,065. 11.6. a) 0,2; b) 0,5; c) 0,4; d) 0,1. 11.7. a) zi b) E SE „148. a) 2 DE = 
c) ed 11.9. EX=2,25, DX = 0,5625. 11.10. 0,8. 


pU a 
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12. STATISTIKOS PRADMENYS 


12.1. Tomos: 5, 5, 6, 6, 6, 7, 7, 7, 8, 10, 10, 10. 


Gm [5 [s [7 [5] 


Dažnis 
Dažnis 


Agnės: 6, 6, 6, 7, 7, 8, 8, 8, 10, 10, 10. 


a [6 [7 [* [0] 


12.2. Eriko: r=5, c = 7,5, M = 7,5, x = 7,5, $ = 2,7625, s = 1,66. Egidijaus: r = 5, c = 7,5, M = 
= 7,5, x= 7,5, s2= 2,45, s = 1,57. 

SU. 1. D. 2. B. 3. A. &. r2 24, M=12, X- 13.5, «1,72. 6. Lino —r=10,c=5, M=8, x= 6,6, 
s = 2,898; Tomo — r=6, c=7, M= 7, x- 7,1, s= 2,737. 


5678910 678910 


r=7, M-8, K,=6, K,- 75,5 x= 62. s = 1,897. 


13. KAI KURIOS GEOMETRIJOS KURSO ŽINIOS 
13.1. 6 cm?. 13.2. 2(V3+1), 2(43 +3), $,-2(13)(3 43) 212 +843. 13.3. 96 em, 


13.4. 20. 13.5. 52/91 cm". 13.6. D . 13.7. 18cm. 13.8. 1449 ir 63°. 13.9. a) 60°; 
b) 100°, 120°, 80°; c) 30°. 13.10. af, Sp b) > a. ;c)a; D GIL a) 64/2 ; p) 22 H, 


3 2 


c) sing = 2 .13.12. a) 100 cm?, 1004/3 cm2; b) 104/2 cm, 20 cm; c) 100(4 + /3 ) cm2; d) 5004/3 cm’. 


13.13. a) 6 cm; b) 4/3cm, 642 cm; c) 1243 em, 36 cm; d) 36/3 em, 13.14. a) 64/4 cm; 


b) 18-43-32 cm; c) 343 (3/4 «63/2 ) . 13.15. 44 96. 13.16. 27,1 %. 13.17. 56,8 96. 13.18. Dom. 


13.19. 23,55 t. 13.20. 148,88 m. 13.21. 1000. 13.22. VZR. 
SU-I. 1.x 248, y 384, S, „= 1536.2. 245, y =3, S, = 225,5, = 525.3. MN = 1,6, S, wc = 0,48. 


4. MN -4, S „403 . 5. a) 443, 1643 , 12; b) 20042 , 800, 2000; c) 843 , 48, 2443 ; d) 6, 


> "AMNO — 
6r, 3; e) 2542, Es Bw. ; f) 48, 602, 967. 


SU-II. 1. E. 2. C. 3. D. 4. A. 5. C. 6. 60 cm. 7. 4(3+ /3)em ir 8/3 cm. &. r2 15/3, R-343, 


8143 81 
mu me Sl 9.r2542, Za 75042, AC e DND AH, BD -2042 - 42. 


A A 
2 1 
10. Bp, - 25, s- 28. da. 11. x - cm, y=5/3 cm, z=5,/2 cm, S, = 25 cm2. 
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PRISIMINKIME VISĄ MATEMATIKOS KURSĄ 


KU-l. 1. B. 2. E. 3. C. 4. A. 5. C. 6. D. 7. D. 8. C. 9. C. 10. E. 11. a) 6; b) 0; c) 0; d) 1; 
e) 3,75; f) 0. 12. a) 22; b) -2, 6; c) 0, 2; d) 0, 5; e) -2, 2; f) -2. 13. a) (-=;- 43 JU 
v[o: 43]; b) [-6; -4); c) (2; e). M. a) 22, 2; b) 5; c) Ø. 15. a) 105; b) 2; c) 1, 2. 


16. a) (2; 3); b) (2; =): c) (0; 1)U(10; e). 17. a) Cm. ke Z; b) Lm. ke Z; 


c) nk, ke Z. 
b) v c) y 
4 
N2 
| " 
P i 


18. a) 
0 2 x -2 


25042 
3 


19. a) 40*; b) 249: c) 60°. 20. 200. 21. 1004/3 cm? ir 


cm?. 22. wo) 
23. 12345679011. 


3 
KU-II. 1. E. 2. C. 3. C. 4. B. 5. A. 6. B. 7. (2x - 4? - (x - 4A =x(3x - 8). 8. x“ -3424D -0. 

9. 0,5(3++2 3). 10. -5. 11. 282, 2/2 . 12. [-2; 2]. 13. C(3+342;3), 942 . M. a) kai 

xe [-2; -1]u[1; 2]; b) x 2-1,5, x 20; c) kai x e (-1,5; 0) — didėja, kai xe [-3; -1,5)u(0; 2] — 


22 23 
mažėja; d) -0,75. 15. 0,0625. 16. e Z= . 17. 20. 18. 4V3 cm, Ir oy. 19. 1E om, 


KU-IH. 1. A. 2 A. S E. 4. C. 5. E. 6 B. 7. xt +52+9=(17-x+3)67+x+3). 8. 1. 


9. a = -0,5, b = -2. 10. = 


„1. 22. 12. a) 720; b) 20; c) 120. 13. a) K(60) = 9,6 I, K(150) = 10,5 I; 
b) 100 km/h. 14. a) Taip; b) 10 indų po 75 l ir vienas indas 100 /. 15. 2, 32. 16. S(x) = 0,125(9 + 
1 Zeite 1). V. AC-442, BD- ANS. EC-0,8/5, S “ =8. 18. a) 16/6 cm2; b) 8/5 cm. 


2143 
Tg 


KU-IV. 1. D. 2. A. 3. E. 4. E. 5. E. 6. B. 7. 6 «39 «4e (à ex *2)0? -x * 2). 
8. -1. 9. a) Taip; b) 10 indų po 75 l ir 2 indus po 100 /. 10. 16, 0,25. 11. 11. 12. a) 16; 
b) cosZA - cosZB 20,445, cosZC 20,6. 13. a) 2; b) 1; c) 0. M. a) 18 cm2; b) 12+ 


ABDC 


19. 


86/2: B em. 15. 1043(42 - 1). 16. a) P(A)» i: b) WUER? V. 48 dm“. 18. a) S(x) = 


10(24/3 -3) 
20,253 +x. 19. a) K(60)=84 I, K(130) 210,5 I; b) 80 km/h. 20. a) une üm 


b) 1000(243 - x) cm“. 
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